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Ottobre 2013.  
P. Manara. Propongo reimpaginato e da me riordinato il materiale di lavoro (dell’anno 1989), rimasto incompleto, preparato da 
Carlo Felice Manara e Gabriele Lucchini, destinato ad un articolo a due autori dal titolo Ottimizzazione: dimensioni storico-culturali e 
matematiche, dedicato alla rivista Nuova Secondaria. L’articolo non fu pubblicato, ma il progetto era già ampiamente elaborato. Il 
materiale doveva essere suddiviso in tre parti e alcune “Schede” di lavoro, destinate a essere distribuite dal Docente agli allievi in 
classe. Le Schede avrebbero dovuto essere coordinate con la seconda parte di tipo “elementare”, a cura di G. Lucchini. 
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A.Mazzotta. Ottimizzazione... 
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MATERIALI IN INSERTO 

L'ottimizzazione: 

dimensioni storico-culturali e matematiche 

Carlo Felice Manara e Gabriele Lucchini 

 

1. L’aspirazione al ”raggiungimento del migliore risultato possibile nelle condizioni date o in relazione a un 

determinato fine" (vedere Scheda N. 1) è senz’altro antica, non solo a livello istintivo o intuitivo, ma anche e 

soprattutto dal punto di vista razionale delle ricerche matematiche, a volte suggerite - come in parte vedremo- 

da altre discipline. Si possono ricordare, ad esempio, la forma delle celle delle api (vedere Scheda N. 12), il 

noto passo dell'Eneide relativo alla fondazione di Cartagine (vedere Scheda N. 2), i risultati di ZENODORO 

(forse fine del II secolo a.C.) su problemi di isoperimetria (vedere Scheda N. 3) e, più in generale, gli studi su 

problemi di massimo o minimo (vedere Scheda N. 4), che in particolare hanno portato - in epoca 

rinascimentale specialmente con GOTTFRIED WILHELM von LEIBNIZ (1646-1716) - ad alcuni capitoli 

del Calcolo infinitesimale nati proprio da ricerche relative a problemi di massimo o minimo di certe funzioni.1  

Nonostante questo il termine OTTIMIZZAZIONE, come è ben noto, è stato accolto solo recentemente nei 

dizionari [ad esempio nel Dizionario Enciclopedico Italiano compare con il supplemento del 1974 (vedere 

Scheda N. l)], forse perché è solo da pochi lustri che i problemi di ottimizzazione sono stati affrontati nella 

loro generalità e sono stati presi come oggetto di studi specifici di ricerca di procedure di risoluzione 

[ricordiamo, ad esempio, il principio di ottimalità di RICHARD BELLMAN (Vedere Scheda N. 9), la 

programmazione lineare (vedere Schede N. 5, N. 6)], anche per possibilità offerte dagli elaboratori elettronici 

per l'utilizzazione di risultati matematici, talvolta noti da tempo ma non facilmente impiegabili 

operativamente. 2 

 

2. Come si è accennato le ricerche matematiche che possono essere dette di ottimizzazione hanno origini 

antiche e si sono susseguite nei tempo: la Matematica è stata ed è non solo uno strumento per conoscere a 

fondo la natura [nel senso evidenziato dal noto passo di GALILEO GALILEI (1564-1642) riportato nella 

Scheda 10], ma anche uno strumento per guidare razionalmente il comportamento umano, in vista di 

determinati obiettivi e quindi in particolare per la ricerca di situazioni ottimali. 

   Questo concetto e questo modo di vedere le cose si sono fatti molto più chiari e si sono estesi in tempi 

moderni, ma questo non deve far dimenticare che già in epoca classica erano state trovate soluzioni molto 

ingegnose che ancora oggi sono interessanti come stimolo all'immaginazione e come dimostrazione del fatto 

che non occorre utilizzare i metodi dell’Analisi matematica o gli elaboratori elettronici per risolvere tanti 
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problemi, che si chiariscono con un minimo di inventiva e di accurata riflessione. Con questo, ovviamente, 

non si vuole sminuire l’importanza di certi metodi e di certi strumenti: interessa qui cominciare a richiamare 

la questione, sulla quale torneremo, della scelta e del “costo” di metodi e strumenti diversi da procedure 

standardizzate applicate meccanicamente. 3 

 

3. La ricerca di un massimo o di un minimo - e, in generale, di una situazione ottimale - può essere dettata da 

diverse esigenze e dipendere dalla scelta dell'obiettivo: una medesima funzione può quindi presentare diversi 

punti ottimali a seconda dell'obiettivo che si è scelto, in corrispondenza al fatto che un problema può avere 

soluzioni diverse in relazione ai criteri in base ai quali ci si propone di risolverlo o ai vincoli che si hanno, 

come ad esempio la richiesta di soluzioni intere nel problema della Scheda N. 5. 

   Un aspetto importante e delicato dei problemi di ottimizzazione (ma, ovviamente non solo di questi) è 

quello del costo del procedimento di risoluzione, sia per quanto riguarda l’acquisizione di metodi e di 

strumenti sia per quanto riguarda l'effettivo impiego di risorse e - eventualmente - di capitali, costo che 

potrebbe rendere addirittura non conveniente da questo punto di vista la ricerca della soluzione ottimale. Un 

altro aspetto importante e delicato è quello che si può chiamare della quantificazione, nel senso di traduzione 

in termini quantitativi dell’obiettivo (o degli obiettivi) e dei vincoli. 

 

OSSERVAZIONE. Ciò che abbiamo detto or ora può far pensare che allora la teoria della ottimizzazione può 

dimostrare la propria utilità e la propria potenza soltanto in relazione ad argomenti che si prestino ad una 

quantificazione; il che darebbe ragione a chi critica l’impiego della matematica in certi campi, obbiettando 

che i concetti che si trattano non si prestano ad una quantificazione perché non sono delle grandezze che si 

prestano ad una misura nel senso classico del termine. Si risponde dicendo che i numeri sono solo alcuni 

degli oggetti della matematica, anche se nella mente dei più essi vengono considerati come l’oggetto 

esclusivo di questa scienza. In effetti invece il problema della ricerca di situazioni ottimali si presenta anche 

per insiemi non quantificabili nel senso elementare del termine; si può infatti concepire la ricerca di situazioni 

ottimali in insiemi nei quali è stabilita una relazione di ordine, anche se gli elementi dell'insieme considerato 

non sono numeri per i quali la relazione d'ordine viene abitualmente considerata come immediata. Un 

classico esempio di situazioni di questo genere è dato dal concetto di utilità (ofelimità per V. Pareto) in 

Economia: qui la costruzione dì una funzione di utilità in uno spazio vettoriale ha il solo scopo di ricondurre 

il confronto tra due “panieri di beni” a quello dei valori della funzione di utilità. Ma, in linea di principio, 

l’introduzione della funzione di ofelimità non è strettamente necessaria per la ricerca della situazione 

ottimale; ricerca che, se è data la funzione di utilità, viene ricondotta alla ricerca dei massimi vincolati di una 

certa funzione reale. Pertanto, in questo caso, si potrebbe dire che la introduzione della funzione di utilità non 

è strettamente necessaria, anche se permette di utilizzare i metodi classici dell’Analisi: ma non si può 

escludere che, con i nuovi strumenti di elaborazione dell’informazione, sia possibile ricercare le situazioni 

ottimati anche in condizioni molto più generali. 

 

4 - La problematica dell’ottimizzazione ha seguito nella sua evoluzione il progresso di tutta la scienza 

matematica, spesso stimolando tale progresso, come ha detto Hilbert. Così si è passati dalla ricerca di 
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situazioni ottimali nel campo della geometria elementare, con la classica teoria degli isoperimetri, alla ricerca 

dei massimi e minimi di funzioni reali di una o più variabili con i primordi del Calcolo infinitesimale; negli 

ultimi secoli i problemi trattati sono sempre più generali, perché, con l'Analisi funzionale, il problema della 

ricerca delle situazioni ottimali ha avuto per oggetto addirittura delle funzioni, di una o di più variabili. 

Un’intera branca dell’Analisi matematica, il calcolo delle variazioni, che sfocia oggi nell'Analisi funzionale, 

ha avuto origine da queste problematiche. 

 

5 - Si può osservare che le procedure spesso seguite hanno ricondotto i problemi di ottimalità che si volevano 

risolvere a problemi già risolti in precedenza: per esempio nei casi classici trattati dall'Analisi matematica la 

ricerca dei massimi o dei minimi di determinate funzioni viene ricondotta alla soluzione di determinati 

sistemi di equazioni, che si scrivono uguagliando a zero le derivate delle funzioni in parola. In questo ordine 

di idee è particolarmente brillante la considerazione del metodo dei moltiplicatori indeterminati di Lagrange 

per la ricerca di massimi o minimi vincolati di funzioni di più variabili. Nel caso del calcolo delle variazioni, 

nel quale l’oggetto ricercato è una funzione, il problema viene ricondotto, con Eulero, alla soluzione di una 

equazione differenziale (o di un sistema di equazioni cosiffatte). C’è da osservare che, in queste procedure di 

soluzione, vengono trovate soltanto delle condizioni necessarie perché gli oggetti trovati (punti o funzioni) 

soddisfino ai problemi posti; invero in molti casi le procedure adottate si riducono quasi sempre a delle 

deduzioni le quali pertanto conducono a delle condizioni necessarie che debbono essere soddisfatte; 

procedura questa che è già stata codificata dalla logica greca, e chiamata procedura di analisi. Essa si trova 

già presentata in Euclide, (anche se dei passi in cui è esposta è contestata l’autenticità) ed in Proclo 

(Consultare Heath - The thirteen books of Euclid’s Elements). Si trova quindi confermata l’opinione di F. 

Enriques (esposta nell’articolo ANALISI dell'Enciclopedia Treccani) il quale spiega il nome di Analisi 

matematica, dato alla dottrina oggi, come tipico di una procedura deduttiva, secondo i canoni della 

metodologia greca. Nel caso della ricerca di massimi o minimi di una funzione, è noto che la determinazione 

di condizioni che siano anche sufficienti per la soluzione dei problemi posti sul tappeto, costituisce oggetto di 

procedure abitualmente esposte nei trattati e nei manuali; nel caso del calcolo delle variazioni, la 

determinazione delle condizioni sufficienti ha dato luogo a fondamentali ricerche, dovute ad alcune fra le 

menti matematiche più brillanti del secolo XIX (Jacobi, Weierstrass,…). 

 

6 – L’esistenza di strumenti sempre più potenti per il calcolo e per l'elaborazione dell'informazione permette 

oggi di impostare e risolvere dei problemi di ottimizzazione la cui soluzione era in pratica impossibile, in 

un’epoca precedente, ai nostri colleghi che non avevano questi mezzi. Tali problemi, da un punto di vista 

concettuale, possono essere considerati come abbastanza semplici: ma , per la soluzione pratica numerica, 

non solo mobilitano necessariamente i mezzi materiali di cui si è detto, ma anche danno origine a ricerche 

teoriche molto importanti. Un esempio molto frequentemente ricordato di problemi cosiffatti è fornito dai 

problemi di programmazione lineare, che nascono numerosissimi nella tecnica e nella pratica delle imprese. 

L’occasione offerta da problemi di questo tipo, e da altri a loro connessi, permette oggi di affrontare, 

teoricamente ed anche praticamente, la ricerca di situazioni ottimali che non erano dominabili con i mezzi 

classici; invero con le procedure classiche era quasi necessario supporre valide delle ipotesi molto restrittive 
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sulla funzione presa in considerazione; inoltre le tecniche classiche rendevano molto difficile la ricerca di 

situazioni ottimali “di frontiera”: oggi invece gli strumenti concettuali e pratici permettono di ampliare di 

molto l’orizzonte dei problemi che si sanno trattare e risolvere. 

7 – L’ampliamento di orizzonte di cui abbiamo detto poco fa è dovuto anche all’utilizzazione di nuovi 

concetti dovuti alle menti di alcuni fra i matematici più brillanti del ’900 (J. von Neumann e O. Morgenstern); 

intendiamo dire della teoria dei giochi di strategia, che ha aperto campi molto estesi alla trattazione 

matematica di ricerca di situazioni ottimali, traducendo in pratica ciò a cui .abbiamo accennato sopra (nel 

paragrafo 2), dicendo che gli oggetti della trattazione matematica non sono necessariamente sempre dei 

numeri. 110189 

 

8 - Abbiamo visto che la teoria della ottimalità si è sviluppata durante la storia della matematica secondo 

modalità che sono state esposte sommariamente poco sopra. Va ricordato tuttavia che i concetti informatori 

della teoria sono stati applicati ed utilizzati anche nel campo della meccanica razionale e della fisica, 

portando alla formulazione di alcune leggi di queste scienze sotto forma suggestiva e sintetica; formulazione 

che suggerisce anche delle considerazioni non strettamente pertinenti alle scienze stesse, ma tuttavia ricche di 

suggestioni. Pensiamo che come primo esempio di formulazioni di questo tipo si possa ricordare la legge 

della rifrazione della luce, nel passaggio da un mezzo ad un altro. Invero le note leggi della rifrazione 

possono essere enunciate con riferimento alla differente velocità di propagazione della luce nei due mezzi; e 

precisamente affermando che la traiettoria percorsa dal raggio luminoso è tale da rendere minimo il tempo 

impiegato dalla luce nel percorrere il cammino da un punto che sta in uno dei mezzi ad un altro che sta 

nell'altro (vedere Scheda N. 14). È pure noto che le leggi della statica potrebbero essere enunciate, per un 

sistema fisico che è in un campo di forze conservativo, dicendo che la posizione di equilibrio del corpo è tale 

da rendere minimo il potenziale che dà origine al campo di forze. Analogamente si osserva che le celebri 

equazioni differenziali di Lagrange che reggono il moto di un sistema sono analoghe alle equazioni scritte da 

Eulero per esprimere le condizioni necessarie per la esistenza di una traiettoria ottimale di un certo 

funzionale. Pertanto le equazioni di Lagrange si potrebbero interpretare come quelle che forniscono le 

geodetiche (curve di minimo percorso) in una varietà differenziabile astratta, costruita opportunamente. 

Infine è appena necessario osservare che A. Einstein formulò le sue leggi del moto inerziale di un punto nel 

cronotopo ricorrendo alle espressioni che esprimono le proprietà delle geodetiche di una opportuna varietà di 

Riemann. Oltre agli esempi riportati si potrebbero ricordare i vari principi della meccanica razionale, che 

furono enunciati all'inizio del secolo XIX proprio sotto la forma di leggi di minimo: principio della minima 

azione, principio della minima costrizione dei vincoli, ecc. Queste leggi, come abbiamo detto, si sono prestate 

anche a fornire pretesti per considerazioni di tipo filosofico, che miravano ad estrapolare la validità delle 

leggi stesse in campi molto più vasti di quelli per cui erano state scritte ed in particolare volevano leggere 

l’esistenza di una Mente superiore, creatrice ed ordinatrice, nell’esistenza di leggi di ottimalità come quelle 

ricordate; non è nostra intenzione discutere qui sulla validità o meno di ragionamenti di questo tipo: ci basta 

aver ricordato il fatto per poterne dedurre la eleganza e la potenza unificatrice possedute da formulazioni di 

questo genere. Invero esse permettono di abbracciare in modo unitario molte leggi della natura, anche a chi 

non accetta le conseguenze di ordine teologico che se ne sono volute trarre. 110289.  
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Volume II. Parte II. Art . 31. E. TOGLIATTI. Massimi e minimi. Pagg. l - 72.  

C) T. LEVI CIVITA e U. AMALDI . Meccanica razionale (Bologna, 1927).Volume II, Parte II. Cap. XI. 

Principi generali. Pagg. 482-572. 

 

1 Citiamo in proposito i quattro articoli seguenti: 

a) da Questioni riguardanti le matematiche elementari, raccolte e coordinate da FEDERIGO ENRIQUES - 

III Edizione - Parte III (pp. 99-199, pp. 201-310, pp. 311-471) - Zanichelli Bologna, 1927 

- XXV - Sui massimi e minimi delle funzioni algebriche elementari di ALESSANDRO PADOA (Genova.) 

- XXVI - Sulla teoria elementare degli isoperimetri di OSCAR CHISINI (Milano) (Vedere Schede N. 3, N.15) 

- XXVII - Massimi e minimi dell'analisi moderna di FEDERIGO ENRIQUES (Roma) 

 

b) da Enciclopedia delle matematiche elementari e complementi a cura di LUIGI BERZOLARI, GIULIO 

VIVANTI, DUILIO GIGLI -Volume II, Parte II (pp. 1-71) - Hoepli: Milano 1930 - 1950. 

- XXXI - Massimi e minimi di EUGENIO G. TOGLIATTI {Genova) . 

 

2 L’introduzione del termine OTTIMIZZAZIONE può essere ritenuta naturale, dato che il termine non si 

presta a equivoci del tipo di quelli che indussero l’economista VILFREDO PARETO (1848-1923) a 

introdurre il termine ofelimità per indicare l’utilità in senso economico (cfr. § 5). 

 

3 Nell’articolo citato alla nota 1, A. PADOA ricorda che già JAKOB STEINER (1796-1863) “si doleva del 

fatto che, nello studio delle questioni geometriche di massimo e di minimo, la sintesi fosse stata quasi 

interamente negletta, per seguire i procedimenti più comodi dell’analisi” e osserva che “…certo è che la 

Sintesi pone in più viva luce l'intimo legame tra le proprietà delle figure e sovente si giova di argomentazioni 

più immediate di quelle cui ricorre l’Analisi”. 
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PARTE SECONDA 

N.d.R.  
 
La seconda parte dell’articolo per Nuova Secondaria avrebbe dovuto riguardare l’approccio elementare al 
problema dell’Ottimizzazione, a cura di Gabriele Lucchini, a partire da suoi precedenti interventi e proposte 
didattiche.  
Voglio dunque riportare qui la bibliografia di G. Lucchini sull’argomento. 
 
 

Lavori di G. Lucchini sull’Ottimizzazione. 
 
1972  Corso di valutazione e scelta degli investimenti in condizioni di certezza, Milano, Etas Kompass, pp. 
XX+288.  
 
1972  Diagrammi triangolari: risolubilità ed ottimizzazione, Didattica delle scienze, n. 39, pp. 39-48. 
 
1974  L'ottimizzazione nella scuola dell'obbligo - I, Didattica delle scienze, n. 54, pp. 6-12,  con contributi di 
EMMA GALLAZZI, DOMENICO LOREFICE, GABRIELLA MONTRASIO MERLO. 
 
1975  L'ottimizzazione nella scuola dell'obbligo - II, Didattica delle scienze, n. 55, pp. 11-15, idem. 
 
1975  L'ottimizzazione nella scuola dell'obbligo - III, Didattica delle scienze, n. 56, pp. 13-18, idem. (Vedere 
Scheda N. 13). 
 
1984  Invito a “L'ottimizzazione nella scuola dell'obbligo”, Incontri sulla matematica, a cura di Bruno 
D'Amore, Roma, Armando, 1984, pp. 64-71. 
 
2009 Un invito a riflessioni sulla ottimizzazione, in 
 

http://areeweb.polito.it/didattica/polymath 
 
Si può vedere anche la pagina Web in aggiornamento permanente 
 

http://mat.unimi.it/users/lucchini/rp-otmz.htm 
 
Voglio anche ricordare almeno le due referenze 
 
C. F. Manara. Argomenti vecchi e insegnamenti nuovi: i diagrammi triangolari. Le Scienze (la Matematica e 
il loro insegnamento), 2-3, (1965), 107-115. 
  
C. F. Manara, P. C. Nicola. Elementi di economia matematica. Viscontea, Milano, 1967. 
 

 

  

http://www.carlofelicemanara.it/public/file/File/Biografia/Argomenti%20vecchi%20e%20insegnamenti%20nuovi%20i%20diagrammi%20triangolari.pdf
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Carlo Felice MANARA 

 

PROBLEMI RECENTI DI OTTIMIZZAZIONE. 

 

1 - Si può sostenere (Vedere Parte Prima: “L'ottimizzazione: dimensioni storico-culturali e matematiche”) che 

i problemi di ottimizzazione sono antichi quasi come la matematica. Tuttavia la scienza dei decenni più vicini 

a noi ha visto questi problemi configurarsi in modo specifico: si potrebbe dire che la maturazione ed il 

progresso della matematica e dei suoi metodi hanno permesso l’impostazione e la soluzione di problemi che 

la matematica classica non aveva preso in considerazione. 

In tale ordine di idee si potrebbe dire che la visione moderna di questa problematica ha il suo inizio con la 

seconda metà del secolo XVIII, ed in particolare con l’opera di Leonardo Eulero. Si deve infatti a questo 

matematico l’inizio di quel fondamentale capitolo della matematica moderna che viene designato con 

l’espressione “Calcolo delle variazioni“. Questo capitolo ha oggi una estensione imponente, che rende 

difficile l’impresa di darne una visione anche sommaria; cercheremo pertanto di presentare lo spirito di questa 

problematica, presentando alcuni problemi classici, che hanno dato origine a queste ricerche. 

 

2 - Uno dei primi problemi che si sono presentati all’attenzione dei ricercatori è quello comunemente indicato 

come “problema della geodetica”. È noto che, in geometria euclidea, si dimostra che la retta congiungente 

due punti di un piano o dello spazio è la linea che ha la minima lunghezza possibile. È appena necessario 

osservare che questo enunciato presuppone che si possa definire il concetto di retta indipendentemente da 

quello di lunghezza, e che questo ultimo concetto, a sua volta, possa essere costruito sulla base di opportuni 

postulati e teoremi. Ricordiamo tuttavia che, nel corso della storia della geometria, sono stati adottati degli 

atteggiamenti diversi: classico per esempio è il caso di certi indirizzi geometrici secondo i quali il concetto di 

lunghezza era scelto come fondamento per costruire il concetto di retta; e quest’ultima era appunto definita 

come il “cammino di lunghezza minima tra due punti”. Una definizione di questo tipo si può leggere, per 

esempio, nel classico trattato di A. M. Legendre, intitolato "Eléments de Géométrie", apparso nel 1849. 

   I progressi della Geometria differenziale che ebbero inizio nella seconda metà del Sec. XVIII permisero di 

indagare le proprietà delle superfici diverse dal piano; talmente diverse che, per una superficie cosiffatta, 

immaginata realizzata da un velo sottilissimo, indefinitamente flessibile ed inestendibile, fosse impossibile 

l’operazione che la porti ad adagiarsi sul piano, con conservazione delle lunghezze degli archi di curva. In 

particolare, la superficie sferica è un tipico esempio di ente geometrico dotato di queste proprietà; ma 

l’applicazione dei metodi dell'Analisi matematica alla geometria permise di costruire infinite superfici non 

applicabili sul piano. Nel caso della sfera, la geometria classica possedeva già un insieme di teoremi 

(organizzati in un intero corpo di dottrina: la trigonometria sferica); in forza di questi si dimostra che, dati due 

punti abbastanza vicini tra loro sulla sfera, il cammino di minima lunghezza che li unisce è l’arco di cerchio 

massimo determinato da essi. Ma per superfici diverse dalla sfera le dimostrazioni basate sui metodi classici 

si mostrarono presto impossibili, e fu necessario ricorrere ai metodi dell’Analisi matematica. Nello stesso 

periodo di tempo, la Meccanica razionale proponeva un'altra classe di problemi importanti; tra questi rimase 

classico il problema che viene chiamato “della brachistocrona”; esso conduce a cercare il cammino che un 
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punto pesante P percorre nel tempo minimo possibile, per scendere da una posizione A ad un’altra posizione 

B (ovviamente a quota inferiore) sotto l'effetto del proprio peso. 

 

3 - I problemi di cui abbiamo fatto cenno, ed altri numerosissimi analoghi, aprivano un capitolo nuovo e 

molto importante dell'Analisi matematica, capitolo che oggi viene richiamato con l’espressione "Calcolo delle 

variazioni". Per comprendere, anche solo in modo sommario, la differenza radicale fra i problemi presentati e 

quelli risolti dalla Matematica precedente, basti osservare che in quest'ultima dottrina si ricerca un oggetto 

matematico singolo (numero, gruppo di numeri, figura ecc.) che soddisfa a determinate condizioni che lo 

rendono ottimale, in relazione ad un determinato problema. Invece nel calcolo delle variazioni si ricerca 

addirittura una funzione o un insieme di funzioni, cioè una legge di corrispondenza tra gli elementi di due 

insiemi, elementi che sono in numero infinito, nei casi che interessano di più. Per esempio, nei problemi che 

abbiamo presentato sopra si ricercano delle curve, ed il numero che stabilisce il criterio per la 

ottimalizzazione deve essere calcolato prendendo in considerazione globalmente tutta una curva: nel caso 

della geodetica si tratta della sua lunghezza; nel caso della brachistocrona si tratta del tempo che il grave 

impiega a percorrerla sotto le condizioni precisate. La procedura impiegata per garantire che un determinato 

oggetto matematico, per esempio - nel caso della geodetica - una curva, sia soddisfacente il problema di 

ottimalizzazione enunciato è analoga a quella impiegata per garantire che un certo valore di una determinata 

funzione è un massimo (o un minimo) locale: in quest'ultimo caso, come abbiamo visto, si confronta tale 

valore con tutti quelli che la funzione assume in punti abbastanza vicini; nel caso della curva che congiunge 

due punti, si confronta la sua lunghezza con quella di tutte le altre curve che passino per gli stessi punti e che 

siano abbastanza vicine a quella considerata. In questo secondo caso tuttavia il procedimento è molto più 

complesso che non nel primo, perché richiede di assegnare tutte le infinite altre funzioni che diano le curve da 

confrontare con quella data; ma soprattutto richiede che sia precisato in modo univoco e chiaro il concetto di 

"abbastanza vicino" che abbiamo presentato poco sopra; concetto che appare abbastanza chiaro alla 

immaginazione, ma che richiede delle analisi delicate se si vuole utilizzarlo in modo rigoroso. 

 

4 - I problemi che abbiamo presentati alla fine del paragrafo precedente hanno dato origine ad una intera ed 

importante branca dell'Analisi matematica moderna, branca che viene abitualmente chiamata "Analisi 

funzionale". Non è possibile presentare qui con un minimo di completezza questa dottrina, e pertanto ci 

limitiamo a ricordare che, con grande ingegnosità, uno dei fondatori di essa, e precisamente quel L. Eulero 

che abbiamo già citato, ha ricondotto la soluzione dei problemi di calcolo delle variazioni alla soluzione di 

una o più equazioni differenziali del secondo ordine. In altre parole, si è verificato in quest'ambito ciò che 

abbiamo già osservato a proposito del problema dei valori ottimali di una o più funzioni; invero, in 

quest’ultimo caso, il problema è stato ricondotto alla soluzione di una o più equazioni, cioè alla soluzione di 

un problema più semplice e meglio noto; nel caso del calcolo delle variazioni, il problema complesso delle 

funzioni ottimali viene ricondotto a quello della soluzione di una o più equazioni differenziali; problema 

quest'ultimo che può essere considerato relativamente più facile. 

   Occorre tuttavia osservare che la riduzione di cui abbiamo detto, del problema della ricerca dei valori 

ottimali di una funzione a quello della soluzione di una o più equazioni, è possibile soltanto sotto 
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determinate condizioni; una di queste è la esistenza delle funzioni che vengono chiamate "derivate"; su altre 

condizioni ritorneremo nel seguito, perché la loro analisi permetterà di presentare nuovi capitoli e nuove 

procedure per la soluzione di problemi matematici di questo tipo. Nel caso dei problemi di calcolo delle 

variazioni è possibile fare alcune osservazioni preliminari, sulle quali si fonda la discussione, cioè la 

valutazione delle soluzioni eventualmente trovate: anzitutto si osserva che le procedure che abbiamo 

presentato, ed altre che sono state escogitate, conducono alla ricerca di condizioni necessarie perché un 

determinato oggetto matematico sia soluzione dei problemi di calcolo delle variazioni enunciati; infatti, in 

questi ed in altri casi, i calcoli matematici forniscono gli strumenti per la deduzione certa ed ineccepibile; e 

già i Greci avevano classificato la deduzione come procedura di analisi, osservando che in questo modo un 

problema viene trasformato in un altro, ma che non è detto che ogni soluzione del secondo sia anche 

soluzione del primo, cioè del problema dato. Quindi, dopo l’analisi, cioè dopo la deduzione che trasforma un 

problema in un altro, occorre praticare la sintesi, cioè ricercare, tramite una opportuna discussione, quali 

soluzioni del secondo problema siano effettivamente anche soluzioni d  quello dato. È poi anche possibile 

che, applicando la procedura di analisi, si siano introdotte delle ipotesi tacite, che occorrerebbe rendere 

esplicite, se si vuole raggiungere la massima generalità della soluzione. 

   Crediamo utile illustrare le argomentazioni che stiamo esponendo richiamando un esempio già 

considerato: dati due punti A e B su una sfera, le procedure del calcolo delle variazioni riconducono la 

ricerca del cammino di minima lunghezza che li congiunge alla soluzione di una equazione differenziale; se 

due punti non sono diametralmente opposti sulla sfera, quest’equazione ha come soluzione il circolo 

massimo che passa per A e per B. Ma questi due punti dividono il circolo stesso in due segmenti; uno di essi, 

nella ipotesi enunciata, fornisce il minimo cammino tra i due punti; l’altro fornisce il massimo tra i cammini 

possibili, che soddisfino a certe condizioni di regolarità; se poi i punti sono diametralmente opposti il 

problema del minimo percorso ha come soluzioni gli infiniti semicircoli massimi della sfera che li 

congiungono. 

   Questo esempio elementare chiarisce, almeno in parte, il significato della espressione generica che 

abbiamo impiegato poco sopra, dicendo che la soluzione del problema del cammino di minima lunghezza, 

che unisce due punti A e B "abbastanza vicini " su una superficie, è la curva soluzione di una o più equazioni 

differenziali. La discussione che ha condotto a precisare le condizioni anche sufficienti perché una curva 

cosiffatta sia soluzione del problema del minimo cammino sono state oggetto di delicate ed approfondite 

analisi durante l’Ottocento. 

 

5 - Le ricerche collegate con le geodetiche, in spazi sempre più generali ed astratti, hanno dato luogo a 

numerose applicazioni alla Fisica ed alla Meccanica, applicazioni di cui diremo in seguito. Qui ci 

soffermeremo sulle generalizzazioni delle procedure più lontane nel tempo del calcolo delle variazioni; 

parleremo qui delle generalizzazioni classiche, e dedicheremo il prossimo paragrafo alle procedure più 

recenti. 

Un primo passo per generalizzare le procedure del calcolo delle variazioni è stato compiuto passando da una 

a più dimensioni cioè, in altre parole, dalla ricerca delle curve che risolvono certi problemi di 

ottimalizzazione a superfici o a varietà di dimensione maggiore. Un esempio classico di problemi di questo 
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tipo è fornito dalla ricerca delle superfici di area minima passanti per determinate curve dell'ordinario spazio 

tridimensionale; il problema fisico strettamente collegato a queste ricerche è quello detto di Plateau, della 

ricerca della configurazione delle lamine sottili tese, per esempio delle bolle di sapone. (*) Altri problemi di 

fisica pratica e teorica possono essere inquadrati nella stessa classe di questi. 

 

6 - Un ulteriore passo nella direzione della generalizzazione dei problemi di calcolo delle variazioni è stato 

compiuto recentemente con la costruzione di una teoria che viene abitualmente detta “del controllo 

ottimale”. Con questa teoria si prendono in considerazione due spazi a più dimensioni: uno è lo spazio nel 

quale si svolge la evoluzione di un sistema variabile nel tempo, il secondo è uno spazio astratto, che viene 

chiamato “spazio dei controlli”; il sistema che si considera può essere un insieme di punti materiali, o un 

oggetto materiale soggetto a sollecitazioni varie, oppure un sistema economico, sottoposto alle leggi di 

evoluzione studiate dall'Economia, oppure un altro sistema qualunque; l’evoluzione di questo è retta da un 

sistema di equazioni differenziali, ma non è completamente determinata da queste: infatti tale evoluzione è 

completamente conosciuta quando si assegnino anche certe variabili, chiamate appunto "variabili di 

controllo". E questa assegnazione può essere fatta in modo da soddisfare a certe condizioni, tra le quali per 

esempio quella di rendere minimo (o massimo) un certo numero, calcolato globalmente su tutta l'evoluzione 

del sistema; per esempio si può imporre di rendere minimo il periodo di tempo che trascorre tra un istante 

iniziale ed il raggiungimento di un certo scopo, naturalmente nel rispetto delle leggi proprie del sistema. 

   Non è possibile esporre qui l'intera teoria, che è stata iniziata da Pontryagin e sviluppata da molti altri 

ricercatori sulla scorta delle idee fondamentali esposte da questo Autore. Ci limitiamo pertanto ad illustrare 

in modo sommario la soluzione di un problema già trattato, quello della geodetica su una superficie, o in 

generale su una varietà. Secondo l’impostazione della teoria del controllo ottimale, la determinazione di una 

curva che rende minima la lunghezza del cammino tra due punti può essere conseguita considerando in ogni 

punto della curva come variabili di controllo i parametri che determinano la direzione della tangente. In 

forma imprecisa, ma suggestiva, si potrebbe dire che il procedimento matematico riproduce in qualche modo 

il comportamento di un pilota che sceglie ad ogni istante la direzione che lo conduce alla meta nel miglior 

modo possibile. Si constata che questi metodi permettono di risolvere dei problemi più generali di quelli 

classici: infatti la ricerca di insiemi di controlli ottimali può essere condotta applicando, nello spazio dei 

controlli, delle procedure di ricerca di massimi o minimi che sono più generali di quelle classiche, come 

vedremo nelle pagine che seguono. La grande generalità e la potenza di questi nuovi metodi permettono la 

loro applicazione anche in campi diversi dalle tradizionali applicazioni della matematica; per esempio, come 

si è già detto, all'Economia ed alla teoria generale dei sistemi. 

   Su una linea analoga a quella seguita da Pontryagin si sviluppano le ricerche del Bellman (Vedere Scheda 

N. 9), il quale ha enunciato un "principio" che trova numerose applicazioni nella tecnica e nella ricerca 

operativa. Ricorrendo anche qui ad immagini suggestive, anche se poco precise, si potrebbe dire che il 

principio del Bellman traduce in forma astratta e rigorosa l’osservazione secondo la quale, considerata una 

traiettoria che in uno spazio astratto conduce un sistema da un punto A ad un punto B in modo ottimale 

(ovviamente rispetto ad un determinato scopo), allora ogni segmento parziale della stessa traiettoria è pure 

ottimale, ovviamente rispetto ai propri estremi e rispetto allo scopo fissato. Per l'utilizzazione del principio 
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di Bellman non è necessario che i problemi siano espressi mediante gli strumenti dell'Analisi matematica 

classica: il procedimento può essere applicato anche in casi più generali, come quelli che spesso si 

presentano in Ricerca operativa. 

 

7 - Nei paragrafi precedenti abbiamo passato in rassegna alcune generalizzazioni delle procedure classiche 

di ottimizzazione; ci occuperemo qui di altre procedure recenti, che si avvalgono delle teorie moderne della 

matematica, e che permettono di utilizzare i moderni strumenti di calcolo e di elaborazione 

dell’informazione, conducendo così a risolvere problemi teoricamente e praticamente non affrontabili nel 

passato, anche prossimo. 

Per cercare di esporre, anche in modo sommario e rudimentale, questi problemi e le procedure che li 

risolvono, vorremmo ricordare che, nella impostazione dei problemi di ottimalizzazione con gli strumenti 

classici, ci si fonda su certe ipotesi; questi punti di partenza sono adottati talmente di frequente che vengono 

spesso considerati come evidenti o, come si suol dire, naturali; si tratta invece sempre di ipotesi che 

conviene analizzare e soppesare, il che permette di estendere l'orizzonte delle ricerche e delle soluzioni dei 

problemi classici. 

   Una tra le ipotesi che si accettano più di frequente nella ricerca della soluzione di massimi o minimi di una 

funzione di una o più variabili è che tale ricerca può essere condotta in due stadi: anzitutto si ricercano 

massimi o minimi cosiddetti locali, ed in secondo luogo si ricercano i massimi o minimi in tutto l'insieme 

nel quale la funzione è definita tra i massimi o i minimi locali. A sua volta, un valore della funzione viene 

definito un massimo locale (ed analoga definizione si dà per il minimo locale) se esso è maggiore di tutti 

quelli che corrispondono a punti dell’insieme di definizione che siano abbastanza vicini; cioè se esiste un 

intorno del punto appartenente all'insieme di definizione, in ogni punto del quale la funzione abbia un valore 

minore di quello che assume nel massimo. 

   Le procedure classiche dell'Analisi matematica, come abbiamo detto, conducono a cercare i massimi 

(oppure i minimi) locali di una data funzione tra le radici di una seconda funzione, chiamata "derivata" che, 

sotto certe ipotesi, si sa costruire. Di conseguenza la soluzione del problema di ottimizzazione viene 

ricondotta alla ricerca della soluzione o delle soluzioni di una equazione o di un sistema di equazioni. 

Pertanto la ricerca dei valori ottimali di una funzione può non essere possibile quando manchi, anche in un 

solo punto dell'insieme di definizione, la funzione che, con i suoi zeri, fornisce i valori tra i quali va cercato 

quello che si vuole. Si osserva inoltre che le procedure ora descritte permettono di determinare soltanto i 

valori ottimali quando i punti ai quali essi corrispondono siano interni all'insieme nel quale la funzione viene 

considerata; si vengono così a perdere i valori ottimali che eventualmente cadessero in punti della frontiera 

dell'insieme stesso (si veda la Scheda N. 7.) 

Ora esiste una vasta classe di problemi pratici e teorici, i quali conducono alla ricerca di valori ottimali di 

certe funzioni situati proprio nella frontiera degli insiemi in cui le funzioni vengono considerate: si tratta per 

esempio dei problemi che vengono chiamati di programmazione lineare, che si incontrano con molta 

frequenza nella tecnica e nella ricerca operativa. Per tali problemi la ricerca di soluzioni non può essere 

condotta con le procedure classiche, e deve invece essere cercata con criteri diversi. La soluzione numerica 

concreta di problemi come questi, pur non essendo concettualmente difficile, richiede tuttavia in generale 
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numerosissimi e pesanti calcoli, che rendono necessario l’impiego di strumenti di calcolo automatico e di 

elaborazione dell'informazione. Occorre tuttavia osservare che la costruzione e l'impiego efficace di questi 

apparati hanno richiesto e tuttora richiedono approfondimenti teorici nell'ambito della teoria 

dell'informazione, dell'algebra astratta e della logica. Si verifica quindi, ancora una volta, il fatto che i 

problemi della scienza applicata stimolano molto spesso il matematico alla costruzione di teorie, e 

corrispondentemente, il progresso tecnico può mettere a disposizione della scienza astratta un insieme di 

mezzi che la fanno progredire spesso in modo inaspettato. 

   I problemi della programmazione lineare costituiscono tuttavia soltanto una classe ristretta (anche se molto 

importante per le applicazioni) di ricerca di valori ottimali di frontiera. In generale lo schema teorico per la 

risoluzione di tali problemi è fornito dalle relazioni che vengono chiamate "Condizioni di Kuhn e Tucker ". 

Ovviamente non è possibile qui esporre queste teorie con un minimo di completezza e di rigore; tuttavia 

nella Scheda N. 7 daremo qualche illustrazione geometrica, che permetterà al lettore di avere una idea 

sommaria delle idee ispiratrici delle procedure a cui abbiamo accennato. 

 

8 - È stato affermato da un grande matematico (D. Hilbert) che la Matematica astratta non esisterebbe senza 

la Fisica, la Meccanica, la Geometria; crediamo che si possano interpretare queste parole dicendo che le tre 

dottrine sunnominate hanno fornito gli stimoli, le occasioni, i problemi per la costruzione delle teorie 

matematiche, anche le più astratte. Tuttavia si potrebbe osservare che le applicazioni della Matematica non 

si limitano alle scienze nominate; anzi l'orizzonte delle scienze che si ispirano alla Matematica nella loro 

struttura concettuale, e utilizzano i suoi strumenti per la soluzione dei problemi si amplia sempre di più. 

Sarebbe facile osservare gli stretti legami che uniscono la moderna scienza dei calcolatori elettronici, ed in 

generale l'informatica, con l’algebra astratta e la logica formale. Tuttavia si potrebbe osservare che gli 

episodi iniziali e significativi dell'ampliamento dell'orizzonte delle scienze legate alla Matematica sono 

rappresentati dall’opera di V. Volterra sulla lotta biologica, e di V. Pareto sull'Economia. Ci soffermeremo 

in particolare su quest'ultimo studioso, perché la impostazione delle sue ricerche si basa sulla problematica 

di ricerca di situazioni o di valori ottimali. Invero nella teoria del comportamento del consumatore Pareto 

applica metodicamente le procedure di ricerca di valori ottimali di funzioni in condizioni vincolate, 

utilizzando gli schemi teorici dovuti a Lagrange (si veda la Scheda N. 4). La soluzione che Pareto dà del 

problema del consumatore si fonda sulla ipotesi che esista per questi una funzione di utilità (Pareto impiega 

il termine “ofelimità”, derivato dal greco), la quale permette in qualche modo di ricondurre il confronto tra 

due situazioni di consumo di due diversi “panieri di beni” al confronto tra due numeri; tuttavia il 

consumatore deve acquistare sul mercato ognuno dei beni, e per questa operazione di acquisto deve 

sottostare alla limitazione che gli è data dall’impossibilità di superare una data spesa globale, che gli è 

permessa dal proprio reddito. 

   Il problema del consumatore non è il solo al quale possono essere applicate le procedure matematiche di 

ricerca di valori ottimali: analoghe procedure si possono seguire anche per il problema della produzione dei 

beni (si veda la Scheda N. 7). Si può aggiungere che l'impostazione che Pareto ha dato dei problemi 

dell’Economia si fonda su certe ipotesi riguardanti i sistemi economici che possono non essere sempre 

valide nella realtà: è tuttavia spesso possibile escogitare gli strumenti concettuali e matematici che 
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permettano di superare queste difficoltà. Tra gli strumenti di questo tipo ricordiamo in particolare la Teoria 

dei giochi e delle strategie, che è stata iniziata da van Neumann e G. Morgenstern e che ha avuto 

successivi·imponenti sviluppi. Anche in questa teoria si trattano problemi di ricerca di situazioni ottimali, 

sotto determinate condizioni che traducono le competizioni tra due o più soggetti in concorrenza tra loro. 

Non è possibile dare un’idea, anche sommaria, di questa teoria, e di altre che sono strettamente collegate con 

essa, come la teoria dei cosiddetti “Giochi differenziali”; rimandiamo alla Scheda N. 8 per la presentazione 

di alcuni esempi concreti, che mirano a dare un'idea sommaria e rudimentale di questi sviluppi. 

 

9 - Il panorama delle questioni di matematica applicata che si riattaccano alla teoria dell'ottimizzazione non 

sarebbe completo se tralasciassimo di ricordare i vasti capitoli della meccanica razionale, della fisica e della 

fisica matematica (**) i cui contenuti possono essere esposti in modo particolarmente chiaro e suggestivo 

facendo ricorso ai metodi della ottimizzazione matematica. Abbiamo già ricordato che le leggi dell'ottica 

geometrica, ed in particolare della rifrazione e della riflessione, possono essere formulate dicendo che il 

percorso della luce, nel passaggio da un punto ad un altro, è tale che il tempo di percorrenza è il minimo 

possibile. 

Accanto a questa legge dell'ottica stanno anche le altre leggi della meccanica dei sistemi, le quali possono 

essere enunciate facendo riferimento a situazioni di ottimalità; da un certo punto di vista, si potrebbe dire 

che gli enunciati di questo tipo possono essere posti in relazione con una visione delle leggi della Natura che 

tende e mettere in luce una razionalità profonda nella costituzione dell'Universo. Tralasciamo per il 

momento di insistere su questi modi di vedere, per passare in rassegna brevemente alcuni tra i 

numerosissimi enunciati della meccanica e della fisica matematica che si ispirano a questa impostazione 

Anzitutto ricorderemo gli enunciati relativi alla statica; in questo campo si possono prendere in 

considerazione anzitutto i problemi dell'equilibrio dei sistemi materiali pesanti, cioè di quei sistemi che sono 

sottoposti alle sole forze esterne date dalla gravitazione terrestre; per questi sistemi vale il teorema che viene 

richiamato con la espressione “principio di Torricelli”, dal nome del celebre allievo di Galileo, al quale si 

debbono scoperte fondamentali nella fisica e nella matematica. Il principio in parola afferma che un sistema 

materiale pesante è in equilibrio sotto l’azione del solo suo peso e dei vincoli, quando il baricentro ha la 

quota minima possibile (compatibilmente con i vincoli); poiché la forza peso deriva da un potenziale, lo 

stesso principio può essere enunciato dicendo che la situazione di equilibrio corrisponde ad un minimo 

dell'energia potenziale che il corpo possiede sotto l’azione della gravità. In questa seconda formulazione 

appare chiaro che l’enunciato può essere generalizzato per formulare le condizioni di equilibrio quando il 

corpo è sottoposto ad un sistema qualunque di forze che siano conservative, cioè che derivino da un 

potenziale. 

   È possibile anche formulare dei principi che reggono la configurazione di equilibrio di sistemi continui 

elastici, soggetti a forze che provocano delle deformazioni; l’esposizione completa ed esauriente di questi 

problemi richiederebbe un apparato tecnico di formalismi matematici che qui non intendiamo esporre; ci 

limiteremo quindi a ricordare che, sotto opportune ipotesi, la configurazione di equilibrio di un sistema 

deformabile elastico si verifica quando sia minimo il valore di una quantità che viene·chiamata (in questo 

contesto) "seconda energia interna". 
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Osserviamo che la proposizione di Torricelli, e le sue generalizzazioni, viene chiamata “principio” con il 

significato che a questo termine viene dato tradizionalmente in meccanica ed in fisica matematica; tale 

termine, in questi contesti, non vuole significare che una proposizione che si considera è un assioma logico; 

ma semplicemente nella tradizione della meccanica viene chiamata “principio” una proposizione che traduce 

il risultato di certe osservazioni assolutamente elementari, oppure una proposizione che possa servire da 

punto di partenza per intere teorie, che fondano la loro validità appunto su quella della proposizione 

considerata, e che, con la loro validità e fecondità di conseguenze convalidano indirettamente anche la 

validità dei principi enunciati. 

 

10 - Avendo presenti le precisazioni terminologiche con le quali abbiamo terminato il paragrafo precedente, 

passiamo ad enunciare altri principi, riguardanti questa volta la dinamica dei sistemi materiali. Il primo 

principio cui accenniamo può essere formulato con riferimento alle fondamentali equazioni di Lagrange, che 

reggono il moto di un sistema qualsivoglia formato da punti materiali. Dal punto di vista strettamente formale 

si può osservare che tali equazioni sono esteriormente analoghe a quella celebre equazione con la quale 

Leonardo Eulero formalizzò la ricerca del valore ottimale di una certa quantità globale, calcolata su tutti i 

valori presi da una funzione incognita in un determinato intervallo di valori della variabile indipendente. 

Quindi, in questa luce, le equazioni di Lagrange si presentano come le immediate e naturali generalizzazioni 

dell'equazione di Eulero, e dunque è facile presumere che i fenomeni dominati dalle equazioni di Lagrange 

possano essere descritti con enunciati che fanno riferimento alla ricerca di valori ottimali. 

   Effettivamente, supponendo che il sistema sia sottoposto a vincoli privi di attrito, e che il suo moto avvenga 

per effetto di un sistema di forze generale da un potenziale, le equazioni di Lagrange possono essere scritte 

quando si accetti la validità del cosiddetto “Principio dell'equipartizione dell’energia”. Il principio suddetto 

può essere formulato nei termini seguenti: 

Il moto di un sistema materiale, limitato da vincoli privi d'attrito e sottoposto a forze che derivano da un 

potenziale, avviene in modo che, nel passaggio da una situazione iniziale alla situazione finale, sia minima la 

differenza tra il valor medio dell’energia cinetica e il valor medio dell'energia potenziale. 

La formulazione che abbiamo dato ora si riferisce ad un caso particolare (relativo alle ipotesi formulate) di un 

principio più generale, che viene chiamato “Principio di Hamilton” o anche “Principio della minima azione”, 

che domina il moto dei sistemi materiali in condizioni ancora più generali di quelle enunciate. 

 

11 - Il principio di Hamilton or ora formulato non è il solo che possa servire come punto di partenza per la 

deduzione delle leggi del moto di un sistema materiale; infatti si può giungere allo stesso scopo prendendo in 

considerazione le forze che sono sviluppate dalle strutture materiali che realizzano i vincoli per il moto del 

sistema stesso. In questo ordine di idee, si può definire una funzione della situazione del sistema che viene 

chiamata “costrizione dei vincoli”, ed in relazione a tale funzione il Gauss, enunciò il principio che porta il 

suo nome e che viene anche richiamato con l’espressione “Principio della minima costrizione dei vincoli”. 

Esso può essere enunciato nella forma seguente: 

Fra tutti i movimenti di un sistema, che siano conformi ai vincoli, il movimento naturale avviene con la 

minima costrizione dei vincoli. 



16 
 

La formulazione del principio di Gauss e di altri viene spesso resa sintetica ricorrendo a certe immagini 

geometriche, mediante le quali i parametri che determinano la posizione del sistema nello spazio ordinario 

sono interpretati come coordinate di un punto in un iperspazio ad un numero opportuno di dimensioni, con 

questa immagine la evoluzione del sistema materiale nel nostro spazio ordinario viene rappresentata con il 

moto, in questo iperspazio, del punto rappresentativo del sistema, ed i vincoli ai quali quest'ultimo è 

sottoposto vengono rappresentati con opportune ipersuperfici dell'iperspazio rappresentativo. 

Questo linguaggio geometrico permette di enunciare in forma sintetica e compatta molte proposizioni della 

meccanica; in particolare, nel caso in cui sul sistema materiale non agiscano forze e quindi il moto del 

sistema avvenga per sola inerzia, il principio del Gauss viene enunciato nella forma ridotta, che viene anche 

richiamato con la espressione “Principio di Hertz, o principio della direttissima”: esso è contenuto nella 

proposizione seguente: 

Un sistema che non sia soggetto a forze attive evolve in modo che il suo punto rappresentativo si muova, in 

un opportuno iperspazio, con velocità costante, in modo che la curvatura (iperspaziale) della traiettoria, che 

dà l'immagine del fenomeno nello spazio rappresentativo sia la minima possibile. In forma suggestiva si 

potrebbe esprimersi dicendo che la curva che rappresenta convenzionalmente il fenomeno di moto sia più 

“diritta” possibile. 

Questo principio prelude alla impostazione relativistica della meccanica, impostazione che, come vedremo, 

traduce in forma completamente geometrica fenomeni meccanici, ed identifica di conseguenza nella 

geodetica di una opportuna varietà riemanniana la traiettoria del punto che rappresenta convenzionalmente il 

fenomeno meccanico. 

Ricorderemo infine la proposizione che enuncia un classico principio, il quale viene spesso richiamato come 

“Principio di Maupertuis” dal nome del matematico che lo enunciò nel secolo XVIII; la proposizione fu 

rigorosamente dimostrata da Eulero, per il moto di un unico punto, e viene anche richiamata con la 

espressione di “Principio di Holder” o anche “Principio della minima azione”. 

Anche in questo caso l'enunciato rigoroso del principio richiederebbe un insieme di strumenti tecnici che qui 

non possiamo utilizzare. Per tentare di dare qualche idea sommaria del significato della proposizione 

possiamo immaginare un sistema che si muove, ed un secondo sistema la cui situazione, istante per istante, è 

molto vicina a quella del sistema reale dato; il moto del secondo sistema verrà chiamato “moto variato”. 

Supponiamo che le forze agenti sul sistema siano conservative e quindi derivino da un potenziale si potrà 

per tanto anche parlare di una energia potenziale del sistema; si supponga che la variazione del moto 

avvenga in modo che resti costante l’energia totale del sistema, energia che risulta dalla somma della energia 

cinetica e della energia potenziale. Una variazione cosiffatta verrà chiamata “isoenergetica” ed il moto del 

sistema variato verrà chiamato “moto variato isoenergetico”. Si definisce poi “azione” del sistema una 

quantità calcolata globalmente durante tutto il moto, con riferimento soltanto alla energia cinetica del 

sistema. 

Con queste premesse sommarie il principio di Holder può essere enunciato nella forma seguente: 

Tra tutti i moti variati isoenergetici, il moto naturale di un sistema avviene in modo che l’azione del sistema 

sia stazionaria. 

Sotto particolari ipotesi poi, si dimostra che l'azione è non soltanto stazionaria, ma addirittura minima. 
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12 - Nei paragrafi precedenti abbiamo accennato alla rappresentazione convenzionale di un sistema mediante 

un punto di uno spazio opportuno, avente un opportuno numero di dimensioni; abbiamo anche detto che 

queste rappresentazioni preludono alla impostazione che dei problemi meccanici dà la Relatività. Non 

intendiamo qui enunciare completamente i principi di questa dottrina; ci limitiamo ad osservare che in essa si 

giunge ad una formulazione delle leggi della meccanica che le assimila alle proprietà geometriche di una 

varietà quadridimensionale (il cosiddetto “cronotopo"); di conseguenza l’influenza della presenza di materia 

nello spazio viene tradotta mediante opportune proprietà della varietà geometrica che rappresenta l’universo 

spazio-temporale; e la legge del moto di un punto viene tradotta mediante le curve geodetiche, le quali 

rappresentano i cammini di minima lunghezza sulla varietà stessa. 

Anche in campi della fisica diversi dalla meccanica si possono enunciare dei principi, analoghi a quelli che 

abbiamo presentato finora, che traducono le leggi fisiche facendo riferimento a valori ottimali di certe 

funzioni, opportunamente scelte o costruite: ciò può avvenire nella termodinamica, nell’elettrologia, nella 

teoria dei fluidi, ecc. 

Queste proposizioni permettono di enunciare le leggi della fisica in una forma spesso molto suggestiva e 

sintetica; ciò può forse spiegare il fatto che spesso la validità di queste proposizioni sia stata considerata come 

la prova di una razionalità insita nella Natura, razionalità che ci si rivela via via con l'approfondimento delle 

leggi naturali. Si direbbe addirittura che alcuni autori assegnino alla scienza un compito quasi religioso, di 

scoprire con il loro lavoro le leggi che il Creatore ha scritto con sapienza nella Natura. 

Con tutto il rispetto delle buone intenzioni di questi autori, non ci sentiamo di condividere queste opinioni; ci 

pare infatti che esse travalichino i limiti e le possibilità della scienza, e soprattutto della scienza fisico-

matematica. Questa infatti, a nostro parere, raggiunge propri scopi spesso dopo aver drasticamente 

semplificato i risultati delle osservazioni: pertanto l’apparente semplicità e la innegabile eleganza di certe 

proposizioni si accompagnano spesso alla necessaria approssimazione dei risultati, qualora questi si vogliano 

intendere come verità con significato assoluto.  

Noi pensiamo infatti, con H. Poincaré, che non si possa parlare in assoluto di teorie scientifiche vere o di 

teorie false, ma soltanto di teorie più o meno adeguate ad una certa realtà che si vuole conoscere sempre 

meglio. Questo atteggiamento ci pare ben lontano da un radicale scetticismo nella capacità della mente umana 

di conoscere la verità; esso ci pare invece consono alla natura della conoscenza scientifica, ed in particolare 

alla natura della matematica. Invero questa scienza ha dei propri oggetti una conoscenza la cui natura è 

peculiare, per chiarezza e certezza; ma non possiamo pretendere che gli oggetti materiali abbiano quella 

trasparenza concettuale che è tipica degli oggetti della matematica. Ricordiamo inoltre che questa scienza, in 

epoca relativamente recente ha intrapreso a studiare certi oggetti che vengono chiamati “frattali” e certe 

proprietà, che vengono chiamate “caotiche”, di altri oggetti. Il nome stesso che è stato dato a questi oggetti 

concettuali mostra che essi non sono finora completamente conosciuti e dominati. Ma alcuni di questi oggetti 

sono stati costruiti proprio per dominare qualche fenomeno fisico che sfugge alla trattazione abituale e che 

non può essere fatto entrare nel quadro suggestivo, semplice ed elegante delle teorie che abbiamo finora 

presentato. 
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N.d.R.  

(*) Si può fare riferimento al Sito 

http://matematica.unibocconi.it/ 

dove in particolare è disponibile in formato PDF l’intervento del Professor Giordano Bruno: 

Una passeggiata fra arte e matematica 

…..Una passeggiata dove si incontrano sfere e bolle di sapone, poliedri e nastri infiniti, fiocchi di neve e frattali, 

labirinti e vie dritte impercorribili, ricami e topologia, quadrati magici e quarta dimensione, figure impossibili e 

l’infinito. 

E inoltre al Sito 

http://areeweb.polito.it/didattica/polymath 

 

(**) Fra il materiale di documentazione ritrovato vi è l’articolo di Arnaldo Masotti (vedere Scheda N. 11):  

Questioni isoperimetriche nella fisica matematica. Rendiconti del seminario Matematico e Fisico di Milano, 

vol. 24, (1952-53), p. 3-33. 

 

 

 

  

http://matematica.unibocconi.it/
http://areeweb.polito.it/didattica/polymath
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SCHEDA N. 1 

dal DIZIONARIO ENCICLOPEDICO ITALIANO - Istituto della Enciclopedia Italiana. Roma  

– vol. VII – 1970 

massimi e minimi - Con tale espressione si indica il soggetto di molti procedimenti matematici, intesi a ricercare la 

massima e la minima grandezza tra un certo numero di grandezze assegnate, oppure il massimo o il minimo valore 

assunto da una quantità variabile.  

massimizzare v. tr., non com. – Rendere massimo: portare al limite massimo; 

massimizzazione s. f., non com. – L’atto, l’effetto del massimizzare; 

minimizzare v. tr. – 2. in senso proprio di "ridurre al minimo", il verbo è talora usato in matematica: per esempio nel 

calcolo delle variazioni si parla di successioni minimizzanti di funzioni, come di successioni che tendono a una 

funzione che rende minima una data espressione funzionale. 

– vol. VIII - 1970 

ottimale agg. [der. di ottimo] – agg. Che si riferisce all’optimum. 

– Supplemento – 1974 

ottimizzare v. tr. [der. di ottimo]. – Rendere ottimo, portare a una condizione o a un risultato che siano considerati i 

migliori possibili. In particolare nella matematica e nelle sue applicazioni con riferimento a un problema le cui 

soluzioni dipendano da uno o più parametri o funzioni variabili, scegliere questi in modo che la corrispondente 

soluzione sia la migliore in relazione a un determinato fine (v. OTTIMIZZAZIONE in Suppl.). 

ottimizzazione s. f. [der. di ottimizzare]. – Il raggiungimento di una situazione ottima, ossia del migliore risultato 

possibile nelle condizioni date o in relazione a un determinato fine. Il termine è utilizzato spec. nella matematica (v. 

oltre) e, in genere, nel linguaggio scientifico e tecnico.  

Matematica. – Nella matematica applicata sono chiamati problemi di o. i problemi consistenti nella ricerca del massimo 

e del minimo di funzioni o più in generale di funzionali, liberi oppure vincolati. La ricerca delle tecniche più adatte alla 

soluzione di problemi di o. ha ricevuto un grande impulso negli ultimi anni, con l’avvento dei calcolatori elettronici, che 

permettono di risolvere numericamente, in modo esatto o approssimato, problemi che prima, per la loro complessità, o 

per il numero delle variabili e delle funzioni implicate, si sottraevano a ogni trattazione. 
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SCHEDA N. 2 

DIDONE E CARTAGINE. PUBLIO VIRGILIO MARONE (70-19 a.C.).(ENEIDE tradotta da ANNIBAL CARO, a 

cura di O. CASTELLINO e V. PELOSO, SEI - Torino - 1947 - V edizione. Libro I - versi 586-591) 

Giunsero in questi luoghi, ov’or vedrai 

sorger la gran cittade e l’alta rocca  

de la nuova Cartago, che dal fatto  

Birsa nomossi, per l'astuta merce 

Che, per fondarla, fèr di tanto sito 

quanto cerchiar di bue potesse un tergo. 

589. Birsa nomossi: Birsa (dalla parola greca byrsa) vuol dire “pelle 

di bue”. Secondo la leggenda, Didone, giunta coi Tirii in Africa, 

chiese a Iarba, re dei Getuli, un tratto di terra. Iarba gliene offrì 

quanta ne poteva essere contenuta da una pelle di bue. Didone allora 

fece astutamente tagliare la pelle in sottilissime strisce che, unite 

insieme, formarono il perimetro (semicircolare) di una considerevole 

quantità di terreno, entro cui fu costruita la cittadella, la quale per 

questo fatto si chiamò Birsa. È da osservare, d’altronde, che in 

fenicio Bosra vuol dire cittadella. 

 

Illustriamo la situazione con un esempio, supponendo rettilinea la costa e prendendo un perimetro di lunghezza 12 in 

una opportuna unità (v. fig. 1). Triangolo equilatero, mezzo quadrato, mezzo esagono, semicerchio hanno aree 

rispettive nell’unità di misura data dal quadrato avente per lato la precedente unità di lunghezza,  

9√3 = 15.58...., 18, 12√3 = 20.784…, 22.9....; 

i lati e il raggio sono ordinatamente 

6, 6, 4, 3.81.... 

 

 

Figura 1 
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SCHEDA N. 3 

SUI PROBLEMI DI ISOPERIMETRIA 

Rimandando per una trattazione sistematica con riferimenti storici e approfondimenti critici al ben noto e autorevole 

articolo di OSCAR CHISINI citato alla nota1 , ci limitiamo qui a richiamare alcuni risultati. 

Teorema di ZENODORO (forse fine II secolo a.C.). 

- Fra tutti i poligoni isoperimetrici di n lati il massimo è il regolare (fig. 1, 2). 

 

 

Figura 1. Triangolo equilatero di lato 1. Triangolo di lati 3/5, 1, 7/5. 

 

 

Figura 2 

 

Proprietà isoperimetrica del cerchio. 

- Il cerchio ha area maggiore di ogni poligono P che ne abbia lo stesso perimetro p (vedere Scheda n. 2). 

Teorema di CRAMER (GABRIEL, 1704-1752). 

- Fra tutti i poligoni di cui sono dati i lati, succedentisi in un ordine assegnato, è massimo il poligono inscritto in un 

cerchio. 

Proprietà di minimo della riflessione della luce. 

- Se un raggio di luce deve andare da un punto A ad un punto B riflettendosi su di una retta HK (v. fig. 3), esso segue la 

via più breve possibile, cioè, dati in posizione i punti A e B e la retta HK esterna al segmento AB, fra tutte le spezzate 

ACB aventi il vertice C sulla retta HK, è minima quella in cui sono uguali gli angoli ACH e KCB che HK forma con i 

due lati AC e CB. 
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Figura 3 

 

 

ERONE di Alessandria (III secolo d.C. o II o I) deduce appunto le proprietà della riflessione della luce dall'ipotesi che 

essa percorra il cammino più breve possibile. 

Teorema del cubo. 

- Il cubo è il prisma quadrangolare di volume massimo. 

Proprietà isoperimetrica della sfera. 

- Fra tutti i solidi di egual superficie la sfera è quello che ha volume massimo. 

NB. Sull'argomento segnaliamo anche gli altri articoli citati alla nota1. 
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SCHEDA N. 4 

SUI PROBLEMI DI MASSIMO O DI MINIMO 

1 - Si potrebbe dire che i problemi di ottimizzazione hanno stimolato la nascita e lo sviluppo dell’Analisi matematica 

fino dalle sue origini. Ricordiamo per esempio che G. W. von LEIBNIZ scrisse nel 1684 la sua opera intitolata Nuovo 

metodo per i massimi e i minimi come pure per le tangenti che non si indugia intorno a quantità frazionarie e 

irrazionali, ed un singolare genere di calcolo per quei problemi (Nova methodus pro maximis et minimis, itemque 

tangentibus, quae nec fractas, nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus). Quello che 

LEIBNIZ chiama “singolare genere di calcolo” è, in sostanza, l’insieme delle regole del calcolo delle derivate; questo 

si presenta, nell’opera di LEIBNIZ, come lo strumento fondamentale per risolvere problemi di ottimizzazione, oltre che 

i problemi geometrici riguardanti il tracciamento delle tangenti alle curve. 

Il LEIBNIZ, nell'opera citata, presenta l'esempio delle leggi della rifrazione della luce nel passaggio da un mezzo 

trasparente ad un altro. Tali leggi potrebbero essere enunciate dicendo che il percorso della luce è tale che il tempo 

impiegato a percorrerlo è·minimo, se confrontato a quello occorrente per un altro percorso qualsivoglia. Questo 

risultato era già noto a P. de FERMAT e contiene in sé, come caso particolare, anche le leggi della riflessione. Esso è 

un esempio di quelle impostazioni teoriche, le quali mirano a cercare nelle leggi della fisica matematica gli argomenti 

per dimostrare che “La Natura agisce sempre per le strade più corte”, come dice il citato Fermat (La nature agit 

toujours pour les voies les plus courtes). Il che ha servito come pretesto per qualche pensatore per giudicare queste 

leggi come la dimostrazione della esistenza di una razionalità globale soggiacente all'Universo oppure di una Mente 

Creatrice; se non addirittura per credere di poter dimostrare che il nostro mondo è il “migliore dei mondi possibili”.  

   Ad un livello meno elevato si potrebbe dire che i metodi del calcolo infinitesimale, in questo ordine di idee, 

riconducono la soluzione del problema della ricerca dei valori massimi (o minimi) di una funzione in un determinato 

insieme alla soluzione del problema della ricerca degli zeri di determinate funzioni che si sanno calcolare e che oggi 

vengono chiamate “derivate” delle funzioni considerate. È da osservarsi, tuttavia, anzitutto che l’applicazione di questo 

metodo può avvenire soltanto nel caso in cui tali funzioni derivate esistano; nel periodo storico in cui il nuovo genere 

di calcolo veniva creato, gli esempi di funzione sui quali i pionieri lavoravano non offrivano casi di eccezione; tuttavia, 

la critica del secolo XIX mise in evidenza il fatto che l’esistenza di una funzione derivata non è per nulla garantita in 

ogni caso, e quindi deve essere esplicitamente dimostrata o postulata quando si vogliano svolgere dei ragionamenti 

rigorosi. 

   Tralasciando per il momento i problemi che sorgono dalla non esistenza di funzioni derivate, osserviamo che le 

procedure classiche si avvalgono di procedimenti di trasformazione dei problemi di ricerca di massimi o minimi; tali 

trasformazioni si ottengono mediante i procedimenti che la geometria greca chiamava di analisi, cioè di deduzione; ed 

è chiaro che la deduzione mette in luce soltanto le condizioni necessarie perché un dato problema possa essere risolto. 

Le condizioni sufficienti debbono essere stabilite con il procedimento inverso (che la geometria greca chiamava di 

sintesi) e che si potrebbe genericamente chiamare con il termine oggi più abituale di discussione; riteniamo infatti che 

le espressioni pseudo inglesi “top-down” e “bottom-up”, oggi talvolta utilizzate da chi indulge alle mode di linguaggi 

esotici, o ignora che la logica era coltivata anche molto tempo fa, non dicano di più dei termini classici. 

 

2 - Per precisare ulteriormente ciò che intendiamo dire, analizziamo un esempio del tutto elementare. Si consideri la 

funzione  

(1) 𝑓(𝑥) =  𝑥5 − 𝑥3 

nell'intervallo definito dalle relazioni: 

(2) −2 < 𝑥 < 2 . 

Indichiamo con 𝐷𝑓(𝑥) la funzione derivata della (l); considerazioni elementari di Analisi matematica conducono a 
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scrivere: 

(3) 𝐷𝑓(𝑥) =  5𝑥4 − 3 𝑥2 . 

Questa funzione ha tre radici, nell'intervallo (2), e precisamente: 

(4) 𝑥 = 0 (𝑑𝑜𝑝𝑝𝑖𝑎), 𝑥 =  −√0.6 , 𝑥 =  +√0.6 . 

Come abbiamo detto, tra questi valori di x vanno ricercati quelli che corrispondono a massimi o minimi locali della 

funzione f; una discussione ulteriore porta a concludere che la prima delle radici (4) non corrisponde ad un valore 

massimo oppure minimo della funzione: infatti essa corrisponde ad un punto, chiamato “flesso” della curva che fornisce 

la rappresentazione grafica della funzione stessa, fatta con i metodi della geometria analitica (si veda la figura); il 

secondo dei valori (4) corrisponde ad un massimo locale della funzione, che assume ivi il valore: 

(5)  𝑓(−√0.6) = 0.24 √0.6; 

ed infine al terzo di tali valori corrisponde un minimo locale per la funzione, che assume ivi il valore opposto di quello 

dato dalla (5): 𝑓(√0.6) = −0.24 √0.6  (vedere fig. 1, 2). 

 

 

Figura 1: f(x) = x^5 – x^3 

 

Figura 2: f(x) = 5x^4 - 3x^2 

Va osservato ancora una volta che né il valor massimo (5) né il minimo sono il più grande o il più piccolo tra i valori 

assunti dalla funzione nell'insieme (2), dove infatti la funzione assume dei valori maggiori di quello dato dalla (5), o 

minori del suo opposto, ma non esiste né il massimo né il minimo tra i valori assunti dalla funzione nell'insieme (2). 

È noto che, se invece di considerare la funzione nell’insieme (2), la considerassimo nell’insieme definito dalle relazioni:  

(6) −2 ≤ 𝑥 ≤ 2, 

allora esisterebbero un minimo ed un massimo tra i valori della funzione, corrispondenti rispettivamente all’estremo 

sinistro e all’estremo destro dell'intervallo (6); tuttavia, tali valori non ci sarebbero forniti dalle procedure classiche, 

legate al calcolo della funzione derivata ed alla ricerca delle radici di quest'ultima: procedure che tuttavia sempre ci 

fornirebbero i massimi ed i minimi locali, che abbiamo già trovato sopra. 
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3 - Le procedure classiche per la ricerca dei valori massimi o minimi locali delle funzioni si estendono, come è noto, 

anche alle funzioni di più variabili; ed anche a queste si applicano le osservazioni che abbiamo visto sopra, e che qui 

non ripetiamo, limitandoci a considerare alcuni esempi caratteristici. Si consideri, per esempio, la funzione delle 

due·variabili x, y data dalla: 

(l) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 5𝑥2 − 2𝑥 𝑦 +  𝑦2 − 18 𝑥 + 2𝑦 . 

La ricerca di un massimo o di un minimo locale della (1) conduce al calcolo delle funzioni chiamate "derivate parziali" 

rispetto a ciascuna delle variabili, ed alla soluzione del sistema di equazioni che si ottengono uguagliando a zero tali 

derivate. Il problema. della ricerca dei valori massimi o minimi locali viene così ricondotto a quello della soluzione di 

un sistema di equazioni; nel caso in esame tale sistema è: 

(2) 5𝑥 − 𝑦 − 9 = −𝑥 + 𝑦 + 1 = 0, 

ed ha come soluzioni: 

(3) 𝑥 = 2, 𝑦 = 1. 

Pertanto il punto che ha queste coordinate può essere soluzione del problema relativo alla funzione (l); una successiva 

analisi conduce ad accertare che il valore della funzione corrispondente ai valori (3) delle variabili è·effettivamente un 

minimo locale della funzione (vedere ad esempio l’andamento delle curve di livello). 

 

 

Curve di livello vicino al punto 2, 1. 

Non indugiamo oltre a presentare procedure e metodi che sono ben noti a chi conosca gli elementi dell'Analisi 

matematica; ci limitiamo ad osservare qui che, come è noto, nel caso di più variabili la discussione può mettere in luce 

una circostanza che non si verifica nel caso di una sola variabile: si tratta della presenza di quelli che vengono chiamati 

“punti di sella” delle funzioni. Un punto cosiffatto potrebbe essere descritto in modo suggestivo, anche se poco rigoroso, 

richiamando l’immagine di un colle (o passo o sella) di una catena di montagne, colle che mette in comunicazione due 

valli contigue; orbene, è chiaro che il colle risulta essere il punto di massima altezza per il cammino che mette in 

comunicazione una valle con l'altra, ma risulta essere il punto di minima altezza per l’alpinista, che cammina lungo la 

cresta della catena di montagne. L'esempio seguente potrà ulteriormente chiarire ciò che diciamo. Si consideri per ogni 

coppia di valori x, y, la funzione: 

(4) 𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑥3 − 3𝑥 +  𝑦3. 

Per y = 0 l'andamento della funzione è dato dalla fig. 3. 
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Figura 3 

Una breve discussione permette di concludere che i valori: 

(5) 𝑥 = 1, 𝑥 =  −1 

sono rispettivamente un minimo ed un massimo per la funzione f (x, 0). Si verifica anche che il punto di coordinate: 

(6) 𝑥 = 1, 𝑦 = 0 

è un minimo locale per la funzione (4); infatti, quando il punto di coordinate x, y si allontana da esso, il valore della 

funzione f cresce, quale che sia la direzione di allontanamento. Invece il punto di coordinate: 

(7)  𝑥 = −1, 𝑦 = 0 

corrisponde ad un punto di sella della funzione (4). Infatti, ivi la funzione prende il valore 2; quando ci si allontani nella 

direzione dell’asse delle x, rimanendo abbastanza vicini, il valore della funzione diminuisce; quando, invece, ci si 

allontani nella direzione dell’asse delle y il valore della funzione cresce (figura 4). 

 

 

Figura 4. Punto di sella in -1, 0 

Il concetto di punto di sella di una funzione viene utilizzato in vari campi della matematica pura ed applicata; nella 

Scheda N.8 presenteremo alcuni esempi di applicazione di questo concetto alle moderne teorie che analizzano il 

comportamento economico dell’uomo. 

 

4 - Le considerazioni svolte poco sopra possono essere generalizzate in varie direzioni; ci limiteremo qui a far cenno 

della soluzione data dal LAGRANGE al problema che viene abitualmente chiamato dei “massimi o minimi 

condizionati”: si tratta della ricerca di valori ottimali di funzioni di più variabili, quando queste ultime non siano 

libere, bensì sottoposte ad un certo numero di legami o condizioni. Come abbiamo già fatto, ci limiteremo ad esporre 

qui un esempio che ci sembra caratteristico e che tratta di un problema di Economia.  

   Si consideri un processo di produzione di un bene, processo nel quale si utilizzano due fattori, le cui quantità 

(positive, ovviamente) verranno indicate con x ed y; per esempio, nelle trattazioni classiche, i due fattori produttivi 

vengono identificati con il capitale e con il lavoro. 
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Si supponga che la quantità Q di bene prodotto si possa esprimere mediante x ed y con una formula del tipo: 

(1) 𝑄 =  𝑥𝛼𝑦𝛽, con 

(2) 𝛼, 𝛽 > 0   ;   𝛼 +  𝛽 = 1;   𝑥, 𝑦 > 0. 

Indicando con p e q rispettivamente i prezzi dei due fattori produttivi, nell’ipotesi che si voglia produrre una data 

quantità Q del bene considerato, il produttore è condotto a ricercare il minimo della funzione: 

(3) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦, 

che esprime il costo totale della produzione, sotto la condizione (l) che lega le quantità x ed y. 

La geniale procedura escogitata da Lagrange per risolvere il problema proposto conduce a costruire una nuova. 

funzione: 

(4) 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 + 𝑢 (𝑄 − 𝑥𝛼𝑦𝛽) 

nella quale compare un “moltiplicatore indeterminato” u: il problema si risolve cercando le condizioni necessarie 

perché la (4) abbia soluzioni, e quindi risolvendo il sistema di tre equazioni nelle tre incognite x, y, u dato dalla (1) e 

dalle due derivate parziali della F uguagliate a zero, cioè dalle: 

(5) 𝑝 − 𝛼 𝑢 𝑥𝛼−1𝑦𝛽 = 0         ,            𝑞 −  𝛽 𝑢 𝑥𝛼𝑦𝛽−1 = 0. 

 

5 - Non intendiamo proseguire nella presentazione di teorie o di procedure che fanno parte delle conoscenze di Analisi 

matematica elementare. Cogliamo tuttavia l’occasione per osservare che i moderni strumenti di calcolo e di 

elaborazione dell’informazione permettono di percorrere per così dire in senso inverso la strada classica, la quale, 

come si è visto, riconduce la ricerca di valori massimi o minimi di una funzione (sotto certe condizioni cui abbiamo 

accennato) alla soluzione di sistemi di equazioni. Infatti, possedendo degli strumenti di calcolo abbastanza potenti è 

possibile cercare dei valori approssimati delle soluzioni di un sistema di equazioni attraverso la ricerca di valori minimi 

di certe funzioni. Per chiarire con un esempio il nostro discorso, consideriamo il sistema di equazioni 3(2), che qui 

riscriviamo: 

(1) 5 𝑥 − 𝑦 − 9 =  −𝑥 + 𝑦 + 1 = 0. 

È noto che l'algebra elementare insegna le procedure per giungere alla soluzione; tuttavia lo stesso scopo potrebbe 

essere conseguito ricercando il minimo dei valori della funzione di due variabili: 

(2) 𝑓(𝑥, 𝑦) =  (5𝑥 − 𝑦 − 9)2 + (−𝑥 + 𝑦 + 1)2; 

lo scopo potrebbe essere conseguito programmando opportunamente una ricerca “a caso” nel piano, ricerca che 

potrebbe essere sommariamente descritta nel modo seguente: si scelga un punto di partenza, per esempio l’origine 

delle coordinate, e si consideri un piccolo quadrato (Q) che abbia il suo centro in tale punto; si facciano poi scegliere al 

calcolatore dei punti a caso nel quadrato, si faccia calcolare in ognuno di essi il valore della funzione f data dalla (2). 

Non appena si incontra un punto in cui il valore della funzione è minore di quello che si ha nel punto di partenza si 

trasporti in esso il centro del quadrato e si ricominci la procedura. Questa sarà interrotta quando il valore della funzione 

f sia abbastanza piccolo da garantire che si è giunti abbastanza vicino alla soluzione del sistema (1). 

È chiaro che una procedura cosiffatta è applicabile soltanto quando si disponga di apparecchiature che permettano di 

eseguire rapidamente moltissimi calcoli, tra cui quelli che conducono alla scelta casuale di valori numerici. Essa è 

chiaramente inferiore a quella classica nel caso di sistemi semplici come quello da noi dato in (1); ma può rivelarsi, 

invece, proficua quando si tratti di molte equazioni, i cui coefficienti sono valori approssimati di grandezze, ottenuti 

mediante misure. Inoltre tale procedura è applicabile anche quando la funzione di cui si ricerca il valore minimo non 

ammette funzioni derivate parziali proprio nel punto che si cerca; tale è per esempio la funzione: 

(3) 𝐹(𝑥, 𝑦) = |5𝑥 − 𝑦 − 9| + |−𝑥 + 𝑦 + 1|. 
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SCHEDA N. 5 

UN ESEMPIO DI PROBLEMA DI PROGRAMMAZIONE LINEARE  

(L’esempio è tratto dal delizioso film Linear programming di JOY BATCHELOR e JOHN HALAS (Educational Film Centre 

Limited. London ) che potrebbe essere un utile avvio al discorso sulla programmazione lineare). 

 

Un operatore vuole caricare sul suo carretto delle scatole di due tipi in modo da rendere massimo il ricavo, rispettando 

i vincoli di portata e di capacità del carretto. I dati sono i seguenti: 

SCATOLE PESO UNITARIO VOLUME UNITARIO COSTO UNITARIO 

Blu 25 Kg 2 dm3 500 Lire 

Rosse 8 Kg 6 dm3 600 Lire 

 

Il carretto ha la portata di1200 kg e la capacità di 216 𝑑𝑚3. 

Si tratta quindi di cercare il massimo di 500 𝑥 + 600 𝑦,  con le condizioni, relative rispettivamente alla portata e alla 

capacità, espresse dalle disequazioni 25 𝑥 + 8𝑦 ≤ 1200; 2𝑥 + 6𝑦 ≤ 216 , cioè 𝑥 + 3𝑦 ≤ 108, con x e y interi non 

negativi. 

Si trova che la soluzione a numeri interi è x = 40, y = 22, non appartenente alla frontiera della regione ammissibile, con 

conseguente ricavo massimo di lire 33.200 = 40 · 500 + 22 · 600.  

Si noti che è 1000 + 176 = 1176 < 1200, 40 + 66 = 106 < 108. La rappresentazione grafica è riportata nelle fig. 1, 2. 

 

Figura 1.  25x + 8y = 1200, x + 3y = 108, 5x + 6y = 0. Le prime due rette si 

incontrano nel punto di coordinate x = 40.8358.., y = 22.3881… 

 

Figura 2 Regione ammissibile. 

È importante osservare che sono implicite tre ipotesi: 

1) che ci sia un numero sufficiente di scatole dei due tipi; 
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2) che non sia importante la situazione che si lascia; 

3) che l'attenzione sia fissata sul singolo carico. 

Lasciando al lettore le considerazioni sulla prima ipotesi, ci limitiamo a osservare che se si avessero, ad esempio, 60 

scatole blu e 52 scatole rosse avrebbe senso ottimizzare il numero dei viaggi, limitandoli a due, ad esempio con carichi 

eguali rispettivamente di 30 e 26 scatole, che rispettano i vincoli (essendo 750 + 208 = 958, 30 + 78 = 108), con il 

ricavo di 30.600 (= 30 · 500 + 26 · 60). 

Si noti che facendo il primo viaggio nel modo che ottimizza il ricavo rimarrebbero 20 scatole blu e 30 scatole rosse e il 

secondo vincolo non potrebbe essere rispettato, essendo 20 + 30 · 3 = 110. 
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SCHEDA N. 6 

Tema di maturità tecnica commerciale. Indirizzo: Programmatori – a. s. 1987-1988. 

Il tema è stato svolto e commentato da CARLO FELICE MANARA nel numero 7 (marzo 1989), p. 65-69, di  Nuova 

Secondaria: Matematica - esami di maturità.  

 

Il candidato risolva due dei seguenti quesiti. 

1. Sono stati rilevati i seguenti dati relativamente alla domanda e all’offerta di un certo bene: 

Prezzo L. Domanda nr. Pezzi Offerta nr. pezzi 

1000 600 415 

1100 580 460 

1200 550 500 

1300 510 520 

1400 490 560 

1500 440 600 

1600 400 630 

 

Nell'ipotesi che la funzione rappresentativa della domanda sia del tipo 𝑦 = 𝑎 + 𝑏 𝑥⁄ , e quella dell'offerta sia invece del 

tipo 𝑦 = 𝑎 + 𝑏 𝑥, 

a) determinare tali funzioni e rappresentarle graficamente; 

b) determinare il prezzo di equilibrio. 

 

2. Un’industria produce un certo bene impiegando due fattori produttivi R e S, il cui costo per unità di prodotto è 

rispettivamente di lire 10 e di lire 25. 

Si sa inoltre che lo quantità q di bene prodotta è legata alla quantità x di R e y di S dalla funzione 𝑞 = 6 𝑥 𝑦. 

Determinare la combinazione di costo minimo per produrre 60 unità. Studiare inoltre la funzione obiettivo mediante le 

sue linee di livello nel piano Oxy e la funzione vincolo. 

 

3. Una industria produce due tipi di pezzi lavorati costituiti dalla stessa quantità e qualità di materia, ma con diversi 

processi di lavorazione che impiegano tre macchine A, B, C. Lo schema del lavoro è: 

 prodotto P1 prodotto P2 

Ore macchina A 2 1 

Ore macchina B 3 2 

Ore macchina C 1 3 

 

Le ore di lavoro macchina disponibili giornalmente sono: 8 per A, 24 per B, 18 per C. Il guadagno unitario è di lire 4 

per i pezzi del primo tipo e di lire 3 per i pezzi del secondo tipo.  

Si vuole programmare la quantità dei pezzi dei due tipi che occorre produrre giornalmente per ottenere il massimo 

guadagno. 

 

4. Una impresa industriale impiega con consumo uniforme nel tempo, nella sua produzione, una certa materia prima. 

Formulare e risolvere il modello matematico delle due seguenti situazioni: 

a) Il consumo di materia prima è di quintali 80 al giorno, il costo fisso di ogni ordinazione è di Lire 40000, il costo di 

magazzinaggio è di lire 10 per ogni quintale al giorno. Determinare la quantità di merce da ordinare volta per volta per 

http://www.carlofelicemanara.it/public/file/File/Divulgazione/Collaborazioni%20a%20riviste/Nuova%20Secondaria/Matematica%20%20esami%20di%20maturita.pdf
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avere il minimo costo annuo di gestione delle scorte. 

b) Ai dati della precedente situazione si aggiunge il vincolo dato dalla capacità di magazzino che non può essere 

superiore a quintali 700. Evidenziare, con una breve trattazione teorica, la differenza tra le due situazioni. 
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SCHEDA N. 7 

OTTIMIZZAZIONE IN ECONOMIA. 

 

1 - Abbiamo visto (vedere Scheda N. 4) che i metodi dell’Analisi matematica permettono di ricondurre la ricerca di 

massimi e minimi di certe funzioni alla soluzione di equazioni o di sistemi di equazioni: abbiamo anche visto che 

problemi più complicati di ricerca di massimi o minimi, coinvolgenti valori costruiti sul comportamento globale di certe 

funzioni vengono ricondotti alla soluzione di equazioni differenziali o di sistemi di equazioni cosiffatte. Abbiamo 

osservato che queste riduzioni conducono a condizioni soltanto necessarie per la esistenza di soluzioni, come avviene 

quando in matematica si applica il procedimento di analisi, cioè la deduzione. Inoltre, gli esempi trattati ci hanno offerto 

l'occasione di osservare che i procedimenti adottati sono applicabili soltanto nei casi in cui esistano certe funzioni (le 

derivate, se si tratta di una funzione di una variabile, le derivate parziali, se si tratta di funzioni di più variabili). Infine, 

sempre dagli esempi trattati, si deduce che le procedure classiche dell’Analisi matematica non si applicano alla ricerca 

di valori ottimali (o di funzioni ottimali) che sono alla frontiera degli insiemi in cui le funzioni sono considerate. 

Accade che spesso occorra proprio prendere in considerazione dei valori, o in generale delle situazioni, che possono 

essere dette di frontiera: ciò avviene per esempio nella tecnica, per indagare le situazioni estreme della resistenza dei 

materiali, oppure in Economia, per indagare situazioni di saturazione oppure di esaurimento di certi beni. Gli esempi si 

potrebbero moltiplicare, mettendo in evidenza l'utilità e l’opportunità di escogitare degli strumenti concettuali per poter 

dominare anche situazioni di questo tipo. Illustreremo qui di seguito il caso delle procedure che conducono alle 

condizioni di KUHN e TUCKER, per la formulazione di condizioni necessarie alla esistenza di massimi o minimi di 

frontiera per le funzioni. Poiché le condizioni stesse conducono alla scrittura di relazioni non semplici, ci limiteremo a 

dare una illustrazione geometrica di alcuni esempi tipici. 

Nel piano riferito a un sistema di coordinate cartesiane ortogonali x, y si consideri la funzione 

(1) 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 −  𝑟2, essendo r una costante assegnata. 

Dagli elementi di geometria analitica si sa che l'equazione: 

(2) 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 

rappresenta una circonferenza, avente come centro l'origine degli assi e come raggio r; la condizione: 

(3) 𝑔(𝑥, 𝑦) < 0 

rappresenta l'insieme di punti del piano che sono interni alla circonferenza (con esclusione dei punti di questa); infine la 

condizione 

(4) 𝑔(𝑥, 𝑦)  ≤ 0 

rappresenta il cerchio avente centro nell’origine e raggio r, cioè l'insieme che risulta dalla riunione dei punti della 

circonferenza e dei punti interni. 

Si consideri ora la funzione di due variabili: 

(5) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦, 

dove p e q sono due costanti positive, soddisfacenti cioè alle condizioni: 

(6) p, q > 0; 

per fissare le idee possiamo prendere per esempio: 

(7) p = 1, q = 2. 

Le derivate parziali della funzione (5) sono rispettivamente p e q, e quindi non possono essere nulle in alcun punto del 

piano; pertanto la funzione (5) non ha alcun punto di massimo o di minimo che appartenga all’insieme (3), cioè sia 

interno al cerchio. Essa possiede tuttavia un punto di massimo che appartiene all’insieme (4) e che appartiene alla 

circonferenza (2), che è la frontiera del cerchio. Le condizioni di KUHN e TUCKER, di cui abbiamo detto, permettono 

appunto di caratterizzare tale punto; noi daremo qui una illustrazione geometrica di tale caratterizzazione. 
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A tale·scopo si consideri il vettore gradiente della funzione (l), che ha come componenti le derivate parziali della 

funzione; nel caso in esame, quindi, esso ha come componenti rispettivamente: 

(8) 2𝑥, 2𝑦. 

In forma suggestiva, anche se poco precisa, si potrebbe dire che il vettore gradiente fornisce la direzione lungo la quale 

la funzione cresce più rapidamente, in corrispondenza ad un certo spostamento del punto. Abbiamo visto che tale 

funzione, attraverso la diseguaglianza (3) e la relazione (4), caratterizza l’insieme nel quale la funzione viene 

considerata. Supporremo che il segno della funzione (1) sia stato scelto in modo che il vettore gradiente sia sempre 

orientato verso l’esterno di questo insieme. 

Si consideri poi il gradiente della funzione (5); esso ha come componenti i numeri p e q. Orbene l’interpretazione 

geometrica delle condizioni di KUHN e TUCKER potrebbe essere data dicendo che il punto di massimo della funzione 

(5) nell’insieme (4) si deve trovare in un punto della frontiera di quest’ultimo, nel quale i due vettori gradienti sono 

paralleli tra loro ed hanno lo stesso verso. In altre parole, deve esistere una costante positiva k tale che si abbia: 

(9) 𝑥 = 𝑘𝑝, 𝑦 = 𝑘 𝑞; 

si trae di qui, con calcoli elementari, che il punto di massimo per la funzione (5) nell'insieme (4) è il punto della 

circonferenza (2) (frontiera dell'insieme) che ha coordinate: 

(10) 𝑥 =  𝑟𝑝 (𝑝2⁄ +  𝑞2) ; 𝑦 =  𝑟𝑞 (𝑝2⁄ +  𝑞2) . 

Questo punto non appartiene all’insieme (3), ma, come si è detto, alla circonferenza che ne è la frontiera; si verifica che 

il valore assunto ivi dalla funzione (5) è maggiore di ogni altro valore che essa assume nell’insieme (4). 

 

2 - La procedura illustrata poco sopra può essere generalizzata, ed applicata ad un vasto insieme di problemi teorici e 

pratici che usualmente vengono classificati come problemi di “programmazione lineare”; questi di presentano in molte 

situazioni della tecnica e dell’Economia, e potrebbero essere descritti in modo sommario dicendo che si tratta di 

problemi che conducono alla ricerca di valori ottimali (massimi o minimi a seconda dei casi) di certe funzioni lineari, le 

cui variabili sono sottoposte a vincoli espressi da diseguaglianze pure di primo grado (l'aggettivo “lineare” è spiegato 

dal fatto che le funzioni di primo grado sono abitualmente chiamate “funzioni lineari”). 

Si verifica facilmente che i problemi di ottimizzazione, in questo ambito, non sono risolubili con le procedure classiche 

dell’Analisi matematica: infatti le funzioni di primo grado in più variabili (funzioni che chiameremo “lineari”, secondo 

l'uso) hanno derivate costanti; pertanto queste non si annullano in alcun punto dell’insieme in cui le funzioni stesse sono 

considerate. Tuttavia, può avvenire che tali funzioni posseggano dei valori ottimali (massimi o minimi a seconda dei 

casi e dei problemi), i quali appartengono necessariamente alla frontiera degli insiemi nei quali le funzioni stesse sono 

considerate. Non è possibile sviluppare qui le teoria della ricerca di tali punti di massimo o di minimo; pertanto, ci 

limitiamo qui a trattare un esempio caratteristico, nel quale si presenterà una generalizzazione della interpretazione 

geometrica delle condizioni di KUHN e TUCKER. 

Si consideri la funzione di due variabili x, y data da: 

(1)𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 2𝑦 

nell'insieme di punti nel piano determinato dalle condizioni: 

(2) −𝑥 ≤ 0 ; −𝑦 ≤ 0 ; 3𝑥 + 𝑦 − 3 ≤ 0 ; 𝑥 + 3𝑦 − 3 ≤ 0. 

Le condizioni definiscono nel piano un poligono convesso (cfr. fig. 1) il quale ha 4 vertici nei punti di coordinate:  

(3) 𝑥 = 0, 𝑦 = 0;  𝑥 = 1, 𝑦 = 0;  𝑥 =  
3

4
 , 𝑦 =  

3

4
 ;  𝑥 = 0, 𝑦 = 1. 

La frontiera dell'insieme definito dalle condizioni (2) è costituita da 4 segmenti, che appartengono rispettivamente a una 

delle rette rappresentate dalle equazioni: 

(4)  𝑥 = 0;  𝑦 = 0;  3𝑥 + 𝑦 − 3 = 0;  𝑥 + 3𝑦 − 3 = 0. 

Si considerino ora le due ultime condizioni (2); ponendo: 
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(5)   𝑔 (𝑥, 𝑦) =  3𝑥 + 𝑦 − 3;  ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 3𝑦 − 3, 

queste condizioni possono essere simbolizzate con le relazioni: 

(6)  𝑔(𝑥, 𝑦) ≤ 0, ℎ(𝑥, 𝑦) ≤ 0. 

 

 

Figura 1 

 

 

Figura 2 Regione ammissibile 

I gradienti delle funzioni (6) sono vettori aventi rispettivamente le seguenti componenti: 

(7)  (3, l) e (1, 3); 

per il modo in cui sono state scritte le relazioni (2), che definiscono l’insieme in cui la funzione (1) viene considerata, 

tali vettori sono diretti verso l’esterno dell’insieme stesso. 

Le condizioni di KUHN e TUCKER possono essere interpretate geometricamente dicendo che il massimo della 

funzione (1) viene assunto dalla frontiera dell’insieme definito dalla (2), e precisamente in un punto tale che ivi il 

gradiente della funzione possa essere espresso come combinazione lineare, a coefficienti positivi, del gradiente o dei 

gradienti delle funzioni (6), che entrano nelle (2) per definire l'insieme in cui la funzione viene considerata. 

Nel nostro caso tali condizioni sono verificate per: 

(8)  𝑥 = 𝑦 =  
3

4
; 

in questo punto il gradiente della funzione (l) può essere espresso come somma dei due gradienti (7) moltiplicati 

rispettivamente per i coefficienti positivi 1/8 e 5/8. 

 

4 - La procedura esposta nell’ultimo paragrafo costituisce un’ovvia generalizzazione di quella esposta nel paragrafo 2. 

Queste procedure possono essere estese anche a casi più generali, su cui non intendiamo soffermarci qui; ci limitiamo ad 
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osservare che esse sono radicalmente diverse da quelle classiche, e trovano applicazioni importanti e numerose in molti 

problemi della tecnica e della ricerca operativa. Occorre, tuttavia, osservare che l’applicazione pratica di queste idee 

relativamente nuove è resa possibile dall’esistenza dei moderni mezzi di calcolo; pertanto, si può dire che il progresso 

della tecnica ha reso possibile anche il progresso teorico, rinnovando un fenomeno che non è nuovo nella storia della 

scienza. 
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SCHEDA N. 8 

OTTIMIZZAZIONE NELLA TEORIA DEI GIOCHI 
 

1 - Abbiamo visto (vedere Scheda N. 4) che le procedure matematiche per la ricerca di valori massimi (o minimi) 

possono essere utilizzate in Economia, per tradurre dei problemi del comportamento umano nei riguardi dei beni 

materiali. L'esempio presentato nella Scheda citata si riferiva alla ricerca di una situazione ottimale per un produttore, 

situazione che quindi richiedeva una procedura di ricerca dei costi minimi sotto determinate condizioni. Abbiamo anche 

detto che una applicazione classica di queste procedure all'analisi del comportamento umano è quella fatta da V. 

PARETO, il quale schematizzò il comportamento del consumatore con la ricerca del massimo di una determinata 

funzione di più variabili quando queste ultime sono sottoposte ad un legame, che traduce la limitazione di bilancio del 

consumatore stesso. 

   Vogliamo ricordare che la trattazione di PARETO si fonda su certe ipotesi che non sempre sono completamente 

rispettate nella realtà dei sistemi economici. Ciò avviene, si può dire, quasi ogni volta che gli schemi matematici sono 

adottati per descrivere e studiare delle situazioni concrete: in questi casi, infatti, è necessario formulare delle ipotesi di 

partenza, ipotesi che si basano su convinzioni dello studioso che le formula, oppure su osservazioni generiche 

riguardanti la struttura della realtà che si vuole studiare; tuttavia ogni ricercatore è ben conscio del fatto che le ipotesi 

formulate non pretendono di rendere perfettamente tutti gli aspetti della realtà che si vuole studiare. Nel caso dei sistemi 

economici, una tra queste ipotesi enuncia che i prezzi dei beni ricercati dal consumatore sono dei dati dipendenti 

soltanto dal  sistema economico considerato ma non dal comportamento del singolo consumatore. Tale ipotesi può 

rispondere abbastanza bene alla realtà dei fatti economici se si vuole studiare il problema classico del consumatore 

singolo, che acquista dei beni per consumarli personalmente; ma può avvenire che occorra studiare il comportamento 

economico di soggetti talmente potenti da influire sui prezzi dei beni del mercato; in queste ed in altre situazioni il 

comportamento del soggetto economico assume gli aspetti di una vera e propria competizione, alla ricerca di scopi che 

sono spesso ben diversi da quelli a cui mira il consumatore singolo, considerato dalla teoria classica paretiana. 

   Problemi di questo tipo hanno dato origini alla teoria dei giochi e delle strategie, che è nata per opera di J. von 

NEUMANN e G. MORGENSTERN e si è sviluppata in varie direzioni, trovando applicazioni anche militari e non 

soltanto economiche. Daremo qui qualche esempio del tutto elementare di queste teorie, le quali molto spesso utilizzano 

il concetto di “punto di sella” di una funzione di più variabili, di cui abbiamo detto nella Scheda N. 4. Pertanto, anche in 

questo ordine di idee, le teorie che stiamo presentando percorrono delle strade diverse da quelle battute dai procedimenti 

classici; tuttavia, anche in queste situazioni, il procedimento matematico mira a schematizzare opportunamente la 

ricerca di situazioni da considerare per qualche ragione ottimali, da determinati punti di vista, da precisarsi di volta in 

volta. 

 

 

A.Mazzotta.  Gioco a due… 

 

2 - La situazione schematica più semplice, che viene studiata in teorie come questa, riguarda un gioco tra due soggetti, 



37 
 

chiamiamoli A e B, i quali sono liberi di fare certe scelte, con risultati che sono noti ad entrambi. Prima di proseguire, 

osserviamo che in questo contesto il termine “gioco” non ha il significato di “divertimento, distrazione”, ma piuttosto 

quello di “competizione”. Nel caso più semplice, che qui prenderemo in considerazione, le scelte dei due giocatori 

danno luogo a dei versamenti di denaro che uno dei due fa all’altro, a seconda delle regole che stabiliremo - in queste 

condizioni si dice che il gioco è “a somma nulla”. 

   Se supponiamo che ogni giocatore possa fare solo un numero finito di scelte, il gioco tra i due è completamente 

descritto da una tabella a doppia entrata, che viene chiamata “matrice del gioco”. La matrice possiede un certo numero 

di righe e di colonne, e questi due numeri non necessariamente sono uguali tra loro. Supponiamo che il giocatore A 

scelga le colonne della matrice, e il giocatore B scelga le righe: nella tabella, un numero che si trova all’incrocio tra una 

riga ed una colonna della matrice indica convenzionalmente la somma di denaro (valutata in unità di una determinata 

moneta, che non occorre precisare) che il giocatore A incassa (*) (e quindi per ipotesi, che il giocatore B versa) se i due 

fanno le scelte della riga e della colonna che si incontrano nell'elemento della matrice ora considerato. Sia data per 

esempio la matrice M seguente: 

M  = 
2 7 1

−1 0 −4
3 8 −2

 

(sulle righe le scelte di B, sulle colonne quelle di A. Si osservi che i numeri negativi della tabella hanno significato di 

vincite negative di A, cioè di effettivi versamenti che A fa a B). 

   Supponiamo ora che il comportamento dei due giocatori sia diretto dal seguente criterio: il giocatore deve fare una 

scelta tale da avere il massimo del guadagno (o il minimo della perdita) di fronte a qualunque scelta fatta dall'avversario, 

scelta che egli ignora all'inizio. Quindi, A sceglierà una tra le colonne il cui minimo è il massimo fra i minimi valori 

delle sue vincite, quale che sia la scelta di B; e quest’ultimo sceglierà, tra le righe, una il cui massimo è il minimo fra i 

massimi valori delle sue possibili scelte (che sono appunto sulle righe). Guardando alla tabella M, si vede che la scelta di 

A deve cadere sulla seconda colonna, e la scelta di B deve cadere sulla seconda riga. 

La matrice M presenta un punto di sella al posto (2, 2), cioè un elemento che è il massimo della riga e il minimo della 

colonna cui appartiene. Un elemento con questa proprietà è precisamente il minimo fra i massimi delle righe e il 

massimo fra i minimi delle colonne, e viene chiamato ”valore del gioco”. Nel caso di M il valore del gioco è 0. Il criterio 

seguito dai giocatori nelle loro scelte viene chiamato “criterio del min-max”. Questo criterio è stato oggetto di 

discussione, ma viene generalmente adottato nei problemi di scelta che stiamo esponendo. 

 

3 - Nell'esempio precedente la matrice del gioco presenta un punto di sella. Questo fatto permette ai giocatori 

contendenti di determinare in modo univoco le proprie scelte in base al criterio min-max che abbiamo presentato. Si 

suole dire che in casi come questi è possibile una "strategia pura" da parte dei giocatori. Tuttavia, non sempre le 

condizioni della contesa sono del tipo presentato: può avvenire infatti che la matrice del gioco non presenti un punto di 

sella, e quindi può accadere che non abbia senso una strategia pura, del tipo di quella considerata. Un caso tipico di una 

situazione cosiffatta è fornito da un noto gioco che viene spesso chiamato "pari e dispari", o con altri nomi. La matrice 

del gioco è la seguente: 

−1 +1
+1 −1

 

(sulle righe le scelte di B, sulle colonne quelle di A). 

Le regole di questo gioco potrebbero essere esposte, per esempio, nel modo seguente: ciascuno dei due giocatori, A 

oppure B, può fare una scelta tra due. Per esempio ciascun giocatore può scegliere (ovviamente all’insaputa dell’altro) 

bianco o nero; quando le scelte vengono manifestate, se si rivelano concordi vince B, se si rivelano discordi vince A. Si 

verifica che non esiste un punto di sella per la matrice, e pertanto non si può dare una strategia pura. È possibile, 
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tuttavia, prendere in considerazione un comportamento razionale, che viene chiamato “strategia mista”, e che si riferisce 

ad un grande numero di partite e regola la frequenza delle scelte di ciascuno dei giocatori in queste condizioni. 

Indichiamo con p e q le frequenze con cui A sceglie rispettivamente i due colori: si ha ovviamente 

(1) p + q = 1; 

analogamente indichiamo con p' e q' le frequenze delle scelte di B; si ha anche qui: 

(2) p' + q' = 1. 

Con facili considerazioni di calcolo delle probabilità si giunge a concludere che la speranza matematica, su un grande 

numero di partite, è fornita dalla funzione: 

(3) (𝑝 − 𝑞)(𝑝′ − 𝑞′) . 

È questa una funzione delle quattro variabili p, q, p', q' sotto le condizioni (1) e (2). Essa ha un punto di sella per i 

valori:· 

(4) p = q = p' = q' = 0.5. 

Pertanto il comportamento più razionale, in queste condizioni, secondo il criterio del min-max, si può tradurre nella 

prescrizione di eseguire le scelte di volta in volta in modo casuale (e quindi imprevedibile da parte dell'avversario) ma 

con l'avvertenza che, sul grande numero, le frequenze delle scelte debbano soddisfare alle (4). 

 

4 - Le idee che abbiamo esposto possono essere generalizzate in varie direzioni; ci limitiamo qui a fare qualche breve e 

sommario cenno. 

Anzitutto, si può passare dal discreto al continuo, sostituendo alla matrice del gioco, che consente un numero finito di 

scelte da parte di ogni giocatore, una funzione di due variabili continue. In secondo luogo si può ampliare il numero dei 

giocatori, ammettendo anche l'ipotesi che si possano formare delle coalizioni. Infine, è possibile prendere in 

considerazione anche una evoluzione nel tempo delle situazioni: si giunge così alla teoria detta “dei giochi 

differenziali”, che trova anche numerose applicazioni militari. Per esempio per programmare i missili che debbono 

inseguire degli aerei oppure altri missili.   (**) 

 

N.D.R: 

(*) Ovviamente la matrice opposta rappresenta i pagamenti di A (incassi di B). Massimo andrà allora 

sostituito con minimo, e minimo con massimo. 

(**) Nel sito  
http://matematica.unibocconi.it/ 
si trovano molti articoli introduttivi alla Teoria dei Giochi. 

In Internet è disponibile la Tesi di laurea di Francesca Ferrari: Tesi in Ingegneria dell’Informazione, 

Università di Padova, anno acc. 2011-12, dal titolo: Introduzione alla teoria dei giochi.  

Le idee introduttive vi sono ampiamente spiegate ed esemplificate. 

  

http://matematica.unibocconi.it/
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SCHEDA N. 9 

SUL PRINCIPIO DI OTTIMALITÀ DI RICHARD BELLMAN 

 
Richard Bellman a pag. 83 del suo libro Dynamic Programming [Princeton University Press, Princeton 1957] enuncia 

il seguente 

Principle of optimality: 

An optimal policy has the property that whatever the initial state and the initial decision are, the remaining decisions 

must constitute an optimal policy with regard to the state resulting from the first decision. 

 

A pag. IX si legge: “ The problem is not to be considered solved in the mathematical sense until the structure of the 

optimal policy is understood.” 

 

 

 

 

P. Klee (1920). They ‘re Biting. Tate Gallery, London 
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SCHEDA N. 10 

\ GALILEI (1564 – 1642) 

Il saggiatore 

 

“   La filosofia [nel senso di “filosofia naturale”, cioè di “scienza della natura”] è scritta in questo 

grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico l'universo), ma non si può 

intendere se prima non s'impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali è scritto. Egli è scritto in 

lingua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure geometriche, senza i quali mezzi è 

impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi è un aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.” 

 

 

P. Klee. Steps. 1929. Stoccolma, Moderna Museet 
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SCHEDA N. 11 
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SCHEDA N. 12 

 

 

 

 

 

 

 

 



43 
 

 

 

 

 

 



44 
 

 

 



45 
 

 

 

 



46 
 

 



47 
 

 

 

 



48 
 

 

 



49 
 

 

 

 



50 
 

 

 



51 
 

 

 

 



52 
 

 

 

 



53 
 

 

 

 



54 
 

 

 

 



55 
 

 

 

 



56 
 

 

 

 

 

 

 



57 
 

SCHEDA N. 13 (Problemi tratti da: G. Lucchini: L'ottimizzazione nella scuola dell'obbligo - III, Didattica delle scienze, n. 56, 

pp. 13-18.) 
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Scheda N. 14. Rifrazione della luce. 

La legge di Snell descrive quanto i raggi sono deviati quando passano da un mezzo ad un altro. Se il raggio 

proviene da una regione con indice di rifrazione 𝑛1 ed entra in un mezzo ad indice 𝑛2 , gli angoli di incidenza 

𝜗1e di rifrazione 𝜗2 sono legati dall'espressione: 

 

dove 𝑣1e 𝑣2 sono le velocità nei mezzi. 
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…..Come quando da l'acqua o da lo specchio 

salta lo raggio a l'opposita parte, 

salendo sù per lo modo parecchio  

 

a quel che scende, e tanto si diparte 

dal cader de la pietra in igual tratta, 

sì come mostra esperïenza e arte;  

 

così mi parve da luce rifratta 

quivi dinanzi a me esser percosso;………. 

 

Purg. xv,16-23 
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Scheda N. 15. Da Questioni riguardanti le matematiche elementari, raccolte e coordinate da FEDERIGO 

ENRIQUES - III Edizione - Parte III (pp. 201-310) - Zanichelli Bologna, 1927. 

- XXVI - Sulla teoria elementare degli isoperimetri di OSCAR CHISINI (Milano). Introduzione 
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